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MÉMOIRE 


SUR 

LA THÉORIE DES NOMBRES 


Mémoires de l'Académie des Sciences, l. XVII, p. 249 ; i84o- 


AVERTISSEMENT DE L’AUTEUR. 


Lé Mémoire qu’on va lire est l’un des deux que j’ai présentés à 
l’Àcadcmie des Sciences le 3i mai i83o. Il renferme le développement 
des principes que j’avais établis dans les Exercices de Mathématiques 
et surtout dans le HuUetin des Sciences M. de Férussac, pour l’année 
1829 (“). Mon absence, qui s’est prolongée pendant 8 années, ayant 
retardé l’impression de ce Mémoire, je le publie aujourd’hui tel que je 
le retrouve dans le manuscrit présnté, le 3i mai i83o, h l’Académie 
des Sciences, et paraphé à cette époque par le Secrétaire perpétuel 
M. Georges (]uvier. Toutefois, pour ne pas latiguer l’atlontion du 
lecteur, je supprimerai une grande partie des numéros placés devant 
les formules et, pour éclaircir quelques passages, je joindrai au texte 
plusieurs notes placées, les unes au bas des pages, les autres à la suite 
du dernier paragraphe. Coinmc quelques notes de la première espèce 
existaient déjà dans le manuscrit, afin qu'on piMSse facilement les 
distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quand elles 
seront placées au bas des pages, par un astérisque. 

(*) Présenté A rAcadémie dos Sciences lo 3i niai i83o. 

(*) toir lo Tomy XII do ce bulletin, p. ïo 5 cl suiv. (OEiwrcs do Cauchy, S. II, T. 11). 
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§ I- 

Soient 

nm -H I 

un nombre premier; 
n un diviseur de /? — i ; 

0 une racine primitive de 

{ I ) I ; 

T une racine primitive de 
(a) 

t une racine primitive de 

(3) xr-*=i (mod./»). 

Alors 

P ~ t” 

sera une racine primitive de 


(4) 

x“= 1 

et 

(mod./?) 

une racine primitive de 


(5) 

(moü./7). 

On aura 



(6) 

( 7 .) < * — J (mod./j) 

et de plus, si n est pair, 

P» = -i, 


(inod./?). 
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De plus, k étant un nombre entier quelconque, nous désignerons par 
w — l(Ar) 


le nombre m propre à vérifier la formule 

(mod./;). 


en sorte qu’on aura 
et nous poserons 


k° =s = /•"* 




pl«). 


Par suite, comme on aura, en vertu de l’équation (7), 


on en conclura 





On aura d’ailleurs cvidernmen 

(î)0-(7)-. (î)-(7> ■ 

Soient maintenant 

( 8 ) e„ = 0 + p'* -+- P*'* 0*’ -H . . . -t- ^ 0*''"’ 

et 

( 9 ) ©A ' fi A.* ® A-t-4 . 

R,,,« sera une fonction de p de la forme 

R = ap -h a, P a, P* -4- ... 4- a„_, p* ‘ ; 

et, si l’on pose 

k = nih (mod./Oi 

on aura, en supposant m différent de zéro et de 


Ra.«a = ao 4- a, p'^ - h a,p*'‘4- . . . 4- p'«-‘)'‘ 
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et 

(,o) 2 (?)*(?)*’ 

le signe ^ s’étendant à toutes les valeurs entières de a, v comprises 
entre les limites i, /» — i, et qui vérifieront l’équivalence 

On aura d’ailleurs, en supposant h différent de zéro, 

(II) eAe_,.= (-i)°V. R/.,.-a=:-(-i)°> 

et, en supposant h, k ainsi que /< + ^ non divisibles par /i, 

(la) Ra,*R- /!.-*= 

On trouvera, au contraire, 

(13) R/,^j=: Rp^/jrr -r- I, 

Enfin l’on aura 

(14) attH-a,-+-a,-i-...-4-a«_,=/> — a 
et, en supposant n pair, 

TJn 

(i o) Hj — a, ai — Hj + . . a/,_, — (— i ) * 

Par suite, si l’on suppose 

(16) R,.,a.= F(p), 
on trouvera 

(17) F(p'") = R«iA,m* et F(p"‘) F(p-"') — /s 
s'i le nombre /n est tel qu’aucune des équations 

(18) p"'*~l, p"'*=rl, p»i(A+<-) — I 

ne soit vérifiée. On aura, au contraire, 

(19) F ( p"‘ ) — — ( — I )Owi Axraw*- 
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si une seule des équations (i8) est satisfaite, et 
(ao) F(p"')=/>— a 

si les trois équations (i8) subsistent simultanément. 

Soient encore A, A, / trois nombres entiers propres h vérifier la 
condition 

(ai) (mod./{). 

On aura, en supposant ces nombres tous trois différents de zéro, 
e» e* e,= (- -r. (- ,)« =r (- 1)"* ^ 

W/M-* Wa-*-/ Wa-k/ 

et, par conséquent, 

(aa) (- (- (- i)«^'R*.,.. 

Soit maintenant s une racine primitive de 
(a3 ) .r"-* = I (moü. n), 

le nombre n étant supposé premier, et faisons 
(a4) 0,0,.e,....e,»-. = ^(p) («); 

on aura 

(25) 0,0,.0,....0,"-. = /(p*) 
et, de plus, 

J(p) ==:J(p**):zz.f(p*‘)=... = .f(p*''‘), 

.f(pO = j(p^‘) == .^(P*‘) =. . . = 'r(P*"-*). 

Donc j(p) forme 

( 26 ) ^(p) = Co-f-Ci(p -hp'*4-p*‘-f-. . .-hp*"~’) -t- C,(p*H-p**-l-. . . -f-p*"~’) 


(•) Not.v. — .ï éiani uiio racine primiiivo <lo la formule {‘>.3 011 a 


i"-* I O 

^ î- = 1 -H J* -t- ** -1- . . . H- i '*~® = O 

J* — I 


(inod./i), 


et c’est ce qui permet d’établir la fommlo (24). 

OF,uvres de C- — S. I, t. 111. 
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ou 

#(p) = — + 2!^ (P _ p.+ p-_ p.'+ , . . + p.-_ P--) , 

et, comme on aura 

«— 1 

5 * ^ — 1 (mod./i), 

P -+- -I- P'*’ -H . . . -h p*"“* -h p*""‘ — — I , 

ft --t 

(p-p*4-p*’— p**-f-...-Hp'"-— p*"-’)*=:(- I) * n, 

on trouvera 

.f (P) ,^(p«) = (- i)V„ (£!^y, 
ou, ce qui revient au même, 

(27 ) 4 *^(p)-'^(p*) = (- 1)^/*(C, - c,)*, 

ou bien encore 

(a8) .f (p) g(pO (c-o- c, )«H- (Co- c,)(c. - c) -t- ' ~ ■■ - ■ - (Cl - c,)«. 

Lorsque /i est de la forme v ■+■ 3 , l’équation (27) ou (28) se réduit à 

(29) 4''^(P)''^(P*) = (3C0— 0(C,-C,)* 

ou bien à 

(30) ^(p),f(p*) = (c„-C,)*-4-(Co-C,)(C,-C,)-4- 

Au contraire, lorsque n est de la forme l\x 4- i, alors, ^ ' étant pair, 
la formule (24) donne simplement 

.f(p)rrz^V 

et P disparaît de l’équation (26), qui se trouve réduite à la forme 

,f(p)::=Co. 

Revenons au cas où n est de la forme 4 x~h'i. Gomme on aura 

^(P)^(P0=/M 
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réquation (29) donnera 

n-t 

* =(aco— C, — c,)*+/i(Ct— c,)*. 


Donc on résoudra l’équation 

(3i) 4/>^*=X»-hnY* 

en prenant 

X = aco— c, — Y = c,— c,. 


Mais ces valeurs de X et de Y seront généralement divisibles par p. Il 
reste à trouver la plus haute puissance de p qui les divise simulta- 
nément. 

Soit U un nombre tel qu’on ait simultanément 

n— 1 n—î 

U * «I et (i-t-v) » =1 (mod./i). 

On trouvera 

01 0*« 0,*. . .0,«-* = 0u 0yi*. . .0v»"-> = 0i+V 0(l+y)**» • ~ ^(p) 


et, par suite 
(3a) 


/(p) = ^ *''*”■ 




(33) .f(p') = .v,—- 


■ R|.uR*’,V<’* • •R4''“*,U*"- 


Si n est de la forme 8.1 ? h- 7, on pourra prendre u = i, puisqu’on 

w—l 

aura 2 * ~i, et les formules (32), (33) donneront 


j ^f(p) = R|,| R,«,^. . .R,"->,i*-, 


D’autre part, comme on aura 


#(p) =CoH~c,(p -h p*’ + . . .-t- p*"'*) + c,(p*-+-p** p*"”’), 
ÿ(p* ) ~ Co -H C, ( p* p*’ H- . . . -h p'-* ) -H C, ( p -+- p** . H- p**- * ), 
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on en conclura 

X=:aco— c, — c,= ^(p)-+-^(p'), 

.f(p)-,f(po 


/ X = ac,-c,- 
(35 ) )y = c,-c,=: 


P ~ P* -H p‘- -p'" 

= (— l)“ï”/î (p - p*+ . . . — P'-*) [,f (p ) - ^ (p')l. 


Soit maintenant 


(36) 


IT — » - a.S. . .[(A + X-)tg| 

~ ( 1 . 2 . 3 . . . A nr) ( I . a . 3 . . . kts) ’ 


et supposons chacun des nombres A, k renfermé entre les limites o, n. 
On aura 

(3 ;) IIa,*=o (mo(l./>) 

si la somme h-+-k est renfermée entre les limites n et 2n; et, au 
contraire, !!/>,*. ne sera point divisible par />, lorsque A + A sera 
compris entre les limiles o, n. D’un autre côté, en supposant 

A 4- A* < n et /I — h — A • = /, 


en sorte que la condition (21) sok vérifiée, on aura 

1 .2.3. . .(« — 1) [i .2.3. . .(A 4- A)®] [(— i)(— 2). . .(— /cj)] 

= [i .2 . 3 . . .(A 4- A-)®]( — i)'®(i .2.3. . ./®) = — I, 

1 . 2 . 3 . . .(A 4- A)ra = (— 1)^'^'^' 5^ 7— . 

1.2.3.../® 

et, par conséquent, 

3 3 ^ . A®)(l .2. . ./®)’ 


Enfin, si l’on pose comme ci-dessus 


on trouvera 


Ra.*= E(p), 


(39) 


E('-)=—n„ 


Cela posé, soit/?'^ la plus haute puissance de p qui puisse diviser sim ul- 
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tanémcnt X et Y. On aura, en vertu des formules (35), 



et, comme les seconds membres des formules (4o) seront des fonc- 
tions symétriques de p, p*, ..., p”~', ils devront rester équivalents, 
X Y 

suivant le module/), à et à quand on y remplacera p par r. Donc, 

alors, l’un et l’autre seront entiers, et l’un d’eux au moins sera non 
divisible par p. D’ailleurs, si, dans les seconds membres des for- 
mules (34), on remplace Ra,a par toutes les fois que l’indice h 

est équivalent suivant le module à l’un des nombres i, 2, 3 — 

on en conclura 


(4i) 


I i(p) =/?^Xp), 


v' étant le nombre de ceux des indices 


1 , 5*, «S • • • . «"r* 

qui sont équivalents suivant le module n à l’un des suivants 


m I, », 3, .... 

et v" étant déterminé par la formule 


v' v' = - 


tandis que ç(/*), x(r) ne seront équivalents ni à zéro ni à ^ suivant le 

module p. Donc, si l’on prend pour X le plus petit des nombres v' et v", 
les seconds membres des formules (4t>)» quand on y remplacera p 
par r, ne deviendront point équivalents à l’inlini suivant le module p. 
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et l’un d’eux au plus sera équivalent à zéro. Donc X sera l’exposant de 
la plus haute puissance de/? qui divise simultanément X et Y. D’ail- 
leurs, si l’on fait 

X = Y = p^yt 

la formule (3i) donnera 

(43) 4/0 * 

et comme on trouvera, en posant X = v', 

n — 1 n — I — 4v' 

a a 

et, en posant X = — “ — v', 


il est clair que la formule (43) pourra être réduite à 

(44) 4/?»‘=^*-t-n/S 
la valeur de (a étant 

(45) 

Si n était de la forme Sa? -h 3, on aurait 


H.,1 


a * ^ 

0i 0j,i . . . 


R,.,,3...R,.- 


I (inod./o), 

0,er...e,-. = 4f(p*), 

0« e.?, e«-. _ r;ÿ(p)r ^ 

0* Hj,» 0j,"-> j( P* ) 

[>7(P0? 

-t(p) 


Donc alors, à la place des formules (4>)' trouverait 


J(p*) 


=/>''>(p)» 


[^(p*)V 

^T(p) 


=/>''' x(p)=/» * 


x(p); 
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puis on en conclurait 

(',6) I ['“'(P)]* [<P(P)]*X(P)» 

Donc alors on devra prendre pour X le plus petit des deux nombres 


[ / « — I A I ^ 

-HvJ, -(n-.-v), 


en sorte qu’on aura 


Donc alors on véritiera l’équation 


4/)l*= j?*4- ny' 


en nombres entiers si l’on pose 

«8) 

Dans les formules (45) et (48), est toujours inférieur à et 
v' représente le nombre de ceux des indices (4*2) qi^i sont racines de 
l’équivalence 

X* =1 (mod.w). 

Les autres étant nécessairement racines de l’équivalence 


on en conclut 


æ * rs — I (inod.n), 


(49) < \ * / (inod./i 

I -l - 1^- ” - «J 

On a d’ailleurs 

n~\ J 

. .-t-e * = = — r-— r-— 
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et, par suite, 


(5o) 


I + C0S5 + cosas +. . .+ cos- 



sina -f-sinas 4*. . .4- sin- 



Si, /î — I étant impair, on diflërentic fois par rapport à s la pre- 
mière dos équations (5o), on ei* tirera 

(— 1 )* l^sins-i-a* sina54-3 sin3s4-. . . + 


H-i . n 
. ,-r siti-5 
t' (i * a 

ds^ sln-3 


tandis que la seconde donnera 


/ /«“iX ’ « — I 1 

(— 0 * C0S34-a’ C0S254-...4-I — cos -- - ■ - s I 


H-t ^ cos-s 
d I col- — 

\ ’ 

I «- 1 

dz * 


On conclura de cette dernière, en posant 3=0, après les différen- 
tiations, 


n-sf 1,-1 , v^l d' ( col - — ■ coséc - ) 

„„ J— 4^ 


(mod./i). 


D’autre part, si l’on désigne par le nombre do Bernoulli qui cor- 
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rcspond à l’indice /i, en sorte qu’on ait 


■*•<=35’ 


on trouvera 


»[g(a*-i) — -+- *^.a.3.4.5.6 


et l’équation (5i) pourra être réduite à 


* +3 * -+- 


■• + (—) -(-■) à— 


On aura donc par suite, en supposant — ^ impair, ou n de la 
forme 4*^ 3, 


.a » +3 * 


(n — \\^ / a * — I , 

••+(-1-) =(-0*a-T£j 

^ ' 3 * («4-I) * 


Enfin, comme on trouvera : i” en supposant n de la forme 8a? ■+- 7 , 


a * =i (mod.w); 


2 " en supposant n de la forme 8 a? ■+■ 3, 

3~ = — I (inod./t), 

l’équation (Sa) donnera, dans le premier cas, 

tt -I 

, + a— + 3 — + ^(-.) ‘ 

et, dans le second cas. 


i-+-a * -f-3 * + 




( — i) * 


Œuvres de C, — S. I, t. III. 


3 
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On aura donc : i" en supposant n de la forme 8a; -h 7, 

± IX = ) ^ (— 1 ) * (mocl./i); 


2*^ en supposant n de la forme Hûp -h 3, 

-(»-,) 


±[xz 


= —(—l) * 2X„ 


Par conséquent on aura, dans tous les cas. 
( 53 ) fx=z± 


On pourra donc vérifier l’équation (47) en prenant pour {x le plus 
petit nombre entier équivalent à 

4 

Exemples. — Soit /i = 7. On trouvera 

2X^=a,l,,= ^ 23 . 4 -îi (inod.7), 

lx-.\. 

On vérifiera donc alors en nombres entiers l’équation 
4yw = -»*-H7y* 

et. par conséquent, l’équation 

/> = .T* 4 - 77*. 


Soit encore = 1 1 . On trouvera 

a,l.^^aX3=^ = ^=— I (mod.ii), 


et, par conséquent, on pourra vérifier en nombres entiers l’équation 
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Soit n = i63; 2 sera une racine primitive de l’équation 

I, 


en sorte qu’on pourra supposer 


2 . 

D’ailleurs, les puissances successives de 2 , divisées par iG3, donne- 
ront pour restes : 


2» 

4, 

8, 

16, 

32 , 

64, 

35, 

-70. 

2 , 3 , 

40, 

9’, 

il, 

42, 

-79. 

5, 

10, 

io, 

40, 

80, 

- 3, 

- 6, 

— 12 , 

-24, 

t-48, 

<> 7 . 

“ 29 , 

—58, 

-47, 

—69, 

25, 

5 o, 

-fi3, 

3:, 

74. 

— 15, 

— Jo, 

— 60, 

43, 

86, 

9, 

i8, 

36, 

72. 

-10, 

—38, 

—76, 

il. 

22, 

44. 

88, 

li, 

2f>, 

5i, 

-59, 

45, 

73, 

— 17. 

-34, 

-68, 

—27, 

- 54 , 

55, 

- 53 , 

57. 

—49. 

65 , 

—33, 

-66, 

3i, 

62, 

-39. 

78, 

7t 

i 4 , 

•28, 

56, 

- 5 i, 

61, 

-41, 

81. 


Les restes positifs et inférieurs à ~ ” 81 , 5 éUint au nombre de 41^* 
on aura 

vr=48, 

2 

On pourra donc satisfaire, par des valeurs entières de a?, /, à l’équation 

163 /*. 

Revenons aux formules (lo) et (lO) desquelles on tire 

Si l’on y remplace p par r, on trouvera 

^ F(/-) = (- + 

1 / 1.2.3. . ./rtîi 

I ==(—1) j-, -H- 4' — /i)w] 


( 55 ) 


(moil.p); 
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âO 


et, comme on a 

/ira s- 


i.2.3...Aw = 


i.a. 3 ...(/» — A)ro 

5 . 3 ... (an -A- A)», 


1 .a. 3 . . .(A 4- A — «)ra 
on conclura de la formule ( 55 ) 

I.a.3...(a/t — A — A)® 

( 00 ) r(rj= [,.,.3...(«_/i)B,l[i.a.3...(tt-A)ra] ~ 




CP qui s’accorde avec la formule (39). 

Si, dans l’équation (39) ou ( 56 ), on remet pour sa valeur 

tirée de l’équation ( 38 ), savoir 

U (-îy° 

««-A.»-*- [,.a.3...(„_/,)ro][t.a.3...(/i-A)raJ[i.2.3...(/i-Oro] 

s (t.a.3. . .Ara)(i.a.3. ..Ara)(i,a.3. . ./ra)(— 


on trouvera 


(^ 7 ) 


I F(/’) s(— .2 .3. . .Aw){i.a. 3 . . ,Ao)(i.a. 3 . . ./ro) 
i ^ (- i)(*^*)®(i.a. 3 ...Ara)(i.a, 3 ...Ara)[i.a. 3 . . — A — A)ra] 


(mod.p). 


11 est facile de trouver des nombres équivalents, suivant le module //, 
aux valeurs de x, y qui vérifient la formule (4 3) ou ('17). Kn elfet, 
soit toujours la plus haute puissance de p qui divise simultanément 
X elY; on aura 


,58, = + + (^od.^). 

/,'• pf^ 


( 59 ) 




M-i) 


''[¥-¥'1 


(mod.p). 


D’ailleurs, on déduira sans peine des formules ( 32 ) et ( 33 ) les valeurs 
des rapports 

Hr) . ^(r») 
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ou plutôt la valeur de celui qui n*est pas divisible par p. En effet, on 
y parviendra facilement en remplaçant chaque facteur de la forme 

R^.i- 

par 1 ^— y — y toutes les fois que 4 -f- A sera renfermé entre les 
limites o, n, et remplaçant ensuite p par r. 


§ H. — Applications nouvelles des formules établies 
dans le premier paragraphe. 

Supposons maintenant que n soit un nombre composé et prenons 
n zzz <uv, 

V désignant un facteur premier de n. Soit encore 

(uOT = 4'* 

On aura 

P — I ^ nts ^ vij;. 

De plus, si l’on désigne par ; une racine primitive de 

jC'*— I 

et par a une racine primitive de 

a;"— I, 

on pourra prendre 

p = OCÇ. 

Cela posé, soient s une racine primitive de l’équivalence 
et U une racine primitive de l’équivalence 


(niod.v). 
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Les nombres entiers 

I, a, 3, ...» n — a, n — i 

seront équivalents, suivant le module /i, aux divers termes de la suite 

I, a, .... Il''-*, v-4-1, V -4- w, ...» 

(tü — (w — i)v-4-M, (w — i)y 4- a''-*; 

et l’on aura 

0,. — 0 4- p" -h p*'‘ 4- . . . 4- p'/’-*»'» 0*'’" ‘ 

= ô 4- a* « * Ô' 4- a*'^ ç** Ô<* -f- . . . «(/»-*) A ç(p-*)/i Ô<'"’ 

Supposons d’ailleurs les nombres v. cd premiers entre eux, et faisons 


on trouvera 


(mod.w); 

««J = 0 -H ««'*"0*4- «*«***"0*’ 4-. . . 4-«*'“* 0*'” 


et, si l’on pose 

(l) 01 0M«ft/V( !-«*)• • g)0 . V-t> 

‘ S 

,on aura encore 

(a) — 0 «'"-h,.v(A+m*-i.’»)= 0 4- «'*«'*"0*4-. . . 4-«**'“*^*«<e-*i«*'"0<'' , 

(3) .f(«,«)=:.f(«,«'“)=r.y'(«,««*)=...= J(«, «-''-), 


et, en supposant h impair, 

(4) 01+i»v(A-i) 0ii*-»-i»v(A— «’) • • •0«'-’-nfv(A-«’^') = el ' («'*1 S)0^ 


(5) y(«", «) = y(«*, «•*•) («'*, «'**)=.. . = ^(«", ««''-), 

(6) 0._i_„v;a-i) — y(« '*,«“*) 0 ^ 1 ^, 

j #(«-", «-‘)=:^(«-\ S—) 

^ j -^J(« '*,«-“‘) = ... = ^(«-'*, «-'*''- )=^(«-\ç'»^), 

[ ^(«\«),f(«-'‘, «-») 


014-»r/(/i— 1 ) 0-1— «/v(A— H • • •0|i'^>'( (»'/(A— B*-*) 0 



( 8 ) 
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Le second membre de la formule (8) se réduit toujours, soit à 
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soit à 



Exemple, — Supposons, pour fixer les idées, w = 4. Si v est impair 
et de la forme f\x -h i, on pourra prendre 


Par suite, la formule (8) donnera 
(9) 





D’ailleurs, si l’on suppose h impair, ainsi que on trouvera 

] ®«Vv(A -H») = (— — (— !)”/>, 

(! 0 ) 

Donc la formule (9) donnera, pour des valeurs impaires de h, 

(II) ^( «", « ) «-* ) = 

On trouvera, en particulier, 

(la) ,f(«,s).f(a-',ç-») = 

D’autre part, a devant être une racine primitive de 

I, 



ôn pourra prendre 
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Ajoutons que l’on tirera de l’équation (4) 

* 

Supposons maintenant 

v = 5 ou /i = 4.5 = ao. 

F.,es formules ( 12 ) et (i3) donneront 

<>4) ^(a, =/>, 

(•5) 

“10 

U étant une racine primitive de 

(ino(].5); 

et, par conséquent [à cause de m*==i (mod.5)], 

(■fi) #(«.,) = ?^ = %^*=n,.„ 

(■ 7 ) «-•) = K_,,_,= U„.„. 

Donc 

Ri,*Ri*,ii 

De plus, l’équation (4) donnera 

<I») #(<.*, 5) = #(« -', t) = = t-*). 

“so 

Donc la formule (i4) pourra être réduite à 

ç) = ç).f(— v^— I, ç). 

On trouvera de même, en remplaçant ç par ç* et a par a* = a~*, 

= ç»), 

et l’on tirera des formules ( 16 ), ( 17 ), ( 18 ) 

«>) = ^(a-*, ç*) ^ R,,„ r= R,.„ 

ç») = Ç-») r= R,t.„= c*). 
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en sorte qu’on aura encore 

Rn,i3 = />• 

On trouvera donc, en définitive, 

;)*= R,,9R,7,I3X Rlt,tlK3,7=,f(«,«).f(a, s’) X s) 

et comme, en posant 

2j(a, ç) ;=>.'+ (x*-f.|üi'v/irï)(ç _ç4h- ç»— ç^), 
on en conclura 

aj(«, «*) = çj_i_ ç*)^ 

aj(«-',î) nrX' — (« — ■;*—«* -H S‘), 

a.f î») = X'— fi' — (y— fi' /^)(« — ç*— ç*-i- «*), 


on trouvera encore 

4>W ~ «) .f (a-‘, î) = 4-f(a, Ç») Ç») 

=: [X'H- )/(ç — S»-h Ç‘)]*+ [p'-h p'(Ç — Ç*— i’ 4- Ç^)J* 

= [ y ( J — ?* — î’ 4- «‘ )]* 4- [ fi' — fi" ( « — «* “ «» 4- s‘ ) I* 

et, par conséquent, 

(1,J) 4/7 = X'»-K fi'»4- 5(X'*4- fi'*), X'X'- - fi' fi'. 

D’autre part, si l’on nomme 5 et a les racines primitives des équiva- 
lences 

(a<i) .r‘:si, (mod.f?), 

on aura, pour déterminer X, p, X', p', les formules 

X'4- fi'rt 4- (X'4- fi'«)(« — 4- = a j(«, s) — — alli 9 ,ii ^ o 

X'4- fi'« — (X''4- fi'«)(.ï — 5* — J» 4- Jî*) ns a rT(a, .s=*) — a II, j 

X'— fi'a 4- (X’'4- fi’'rt)(5 — y — s* 4-f*) n- ar7(a *, 5) = — aHi.# 

X'— fi'rt — (X'4- fi'fl!)(« — JS* — JS* 4- js‘) HS 3-7(«->, .s*) — — a [I,. O 

OEuvre* <h C. — S. I, t. III. 


4 
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et, par suite. 


(ai) 


S— S-— S* 

= X’-v’a = : 


les valeurs de Ilj.,, n,.o étant 


n,., 


(aa) 


n,,,= 


_ ioCT(ioro — i). . .(7BT + i) 

1 . a . 3 . . . 3 nr ’ 

iofiT(iocT — 0...(nnT-f-i) 


I . a . 3 ... s 


(mod./7), 


Appliquons maintenant à un cas particulier les lormules que 
venons de trouver et supposons 


On vérifiera les formules (20) en prenant 

— a = 9, 


et l’on trouvera 


If ao .19 ^ O F' 

11,,,= ü = 10.19^— 5.333 — i 5 , 


„ ao. iq. 18. 17. 16. i 5 . 

Ila.7= ; . - A = 8.IO.IT.iq==lD, 

I. a. 3. 4 . O. b ' ^ 

— 15, — fx'a^iü, V~o, ix'~ — 

4o 




s — s* — .V* - 4 - s* a 8 a8 ■ 7 

X' -t- jüi'a aa . i5 s a, — ;ui'a = aa . 1 5 = a 

>*'=3, jül"=0. 


Donc l’équation (19) donnera 

4/? = ^'*4.5}/* 
ou 


Effectivement 


4r = 6*4- 5.1*= 36 4 - 5 . 




et l’on tire de l’équation (4) : r* en supposant 4 = 1 , 

(a3) fi^) ®|,<4-V{ I - — rf (y^— I , g)ft viv !> ; 

i 

2 *’ en supposant 4 = — i, 

(a4) ®i-iv 

On a d’ailleurs, dans cette hypothèse, 

= J(- V^, C“0 ^ . . . = ^(— V - ' . 


( 20 ) 
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On trouvera de même 






( 36 ) 


et 




4 «*“*) V^~ * f ç ")0 


(V) 


= -T (v^ . «“■) 

== .f (_ ^/=1, 5».) = . , , = j (_ 5».-). 

Dans ces diverses équations, u désigne une racine primitive de l’équi- 
valence 

a?^-*=i (mod.v), 

en sorte qu’on aura 


If * = — I ou i-f-// * so (mod.v). 

Cela posé, on trouvera 

+ ” R-d-V)#"' -V= ©-«'"-Vd-»"'), 

et l’on tirera : i" des équations ('^S), (24), 

liTv I y -Il y — 1 y - 1 

(.8) P ' ; 

~y ( y - 1 1 ” y I y - 1 ) Py ( y - n P y(y-n 

t i ï ‘ ï 

2" des équations (26) et (27), 

y-i 

(, 9 ) = £- ^‘ — ■ 

Py(y -l) P y(y — Il 

1 I 

On aura donc, par suite : i" en supposant v de la forme Sx ■+■ 5, 


=^=p^, 
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2 ° en supposant p de la forme 8 j7 4- i et, par conséquent, 

O yiv-ti -00 «t 

D’autre part, en posant 4 = 2 , û> = 4* 4 = — i dans la formule ( 2 ), 
on trouvera 

^ \ ®I4-V 0«>^-V(^-M>)0«‘^-Vlî-«•)• . .0«''-Mv(t-f»'->)-— 0o‘J*(s) 

^ = 0|-3V 0«*— V(l+/C) 0«‘-v(l-(-fi') • • • 0|(''-’-v(H-«'-’)» 

<&(ç) désignant une fonction <le ; et de y/—il\ coefficients entiers; et, 
comme on aura 

* V) = ©-«-"-.-vc *+«-"; , 

on tirera de la formule (32) 

P~^=eo^(i) 

ou 


On trouvera de la même manière 


On aura donc 


(33) 


>=( 


0H-V 0ft’+v(*-tt’) 0«‘-4-v(i- »•) ■ • •0»*- 


-’)=/> * 


et, comme 2 sera nécessairement de l’une des formes 

on aura encore 


34 ) 


0» 0*i»*-t-ïv(j-i»*) 0*»‘+îvii- «*) • • •0*i,'' -’+av(i -/C-*) — P * * 

y - I 

î 0|«-t-iv(l-i*) 0 îi»* 4 -*v(t-i»>) 0*ti*+*v(i-«‘) • • •0|«''-->+»v(i-«»-*) = * • 
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Si maintftnant on combine l’équation (23) avec la première des for- 
mules (3^), puis la première des équations (26) avec la seconde des 
lürmulcs(3/|), on trouvera 

v-l 

(35) s)|*= R|,lR«“fV(|-ll*),l»*+V(|-tt’)- • •Rn*-’+v(i-«''->),M»-'4-v/|-«’~’l ^ 

i 

et 

(30) [,f (y/— I , ç*)|’~ Rm+v(i-(i),«+v(i-«)- . ^ " • 

J 

On aura, au contraire, 

(^7 ) r/("" \/“' ' • s)] R|-iv,>-ïvRb* • •R«*-’- v(l+»''‘),B’‘'*-v(J+f(’-‘) j" 

et 

y - 1 

(.^^) |'^(“ O <“)1 “ l^« vd ♦■«)••• Rb’-*-v(i+»’'-’),«*-'-v(i i-»'’“*) 07 

ï 

D’autre part, on aura : 1“ en supposant v de la forme 8a? + 1, 

0V(V“J)— R VIV — 11— 00” * 

5 J 

et, en supposant v de la forme 8a? + 5, 

Biviv—n 

8 ;,v-n =e %(v_,i — (- 1 ) * p=p. 

* ~ * 

Donc les formules (35), (3G), (3^), (38) donneront, si v est de la 
forme 8a? H- 1, 


( 39 ) 


i, î)] —p * Rt,|R»’+v(i-i,*),«i’+v(i-»’)* • •R»'-’+y(i-B’~>),i»*->+vti-«*‘’J» 

v-i 

[^(V/-.;«)1* 

R«+v(i— »),«+v(i— B)* • •R(*’~’+y(i-**-*),B''"‘+v(i-i.* 

[^(— ^^,ç)]* =/? * R|_iv,i-fvR 
^1 

l'^(~ V^~ ' > 5")1 —p * Hh-viH-b).«-v(1+«)- ■ • Rb’-’-v:i+«’'-*). 
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el, si V est de la forme 8a; + 5, 


[^(/^fî)] —P * lit, «R»’+V(l-»'),|»'+»(1 «*)•.. Ri»*-'+v(l-ii’-*),n*''+V(l-«’'-’)f 

[if(-- =p * Rl-lV,l .ttR«>-V{l4-«>),«'-V(l+B')- • 

v-t 

(”■ ’ » s")] —P * E«-V(I+h 1 .«-V( 1 +«)* • •Rh’' *-V(l4«’'-'),l»* '-V(l+«''~')* 

Observons encore qu’en vertu des formules (25) on aura 

I «f(v^— !,{) = ^0+ Cj + (Ai + C| /^)(s + 5"’+*"+î“’^’) +• ibt + Ct\/~ i)(ç’‘+...+ {•''■’) 


et, par conséquent, 

la.f(vP7,ç) + + + 

(42) < • 

[ 2,f (_ yCT, ç«) =/, - g, ~ (/, - vC:5){î - ç»+ ç««_ . . . + ç«*- _ î--*), 


/o' liîo» /)• ^1 désignant des nombres entiers. De plus, on aura 

; ç + ç«+ç»* + ...4.ç'«’-+ç»’-' =_!, 

(43) • 

l (?-«» + «»’-.. . + î'’-’-«'‘-')*=(-0 ‘ v = v. 

En combinant les formules (42) avec les équations (3 ü) ou (3(), on 
trouvera ; i" en supposant v de la forme 8a; + 1, 

(44) 4/>~=:/,’ + v/* + ^î + Vÿî, /i/i + goé'i-0\ 

2“ en supposant v de la forme 8.r + 5, 

(45) !\P~=/S + '^/î+Sl+'^Sl /a/i + A’'»A'i=o* 

D’ailleurs on vérifie la seconde des formules (44) ou (45) en supposant 

(46) /,=sa, i'o=6e, /i=-ys, 
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On aura donc, si v est de là forme Sæ + i, 

(47) 4/>^'r:=(6*-l-vy»)(3*H-e‘) 
et, si V est de la forme Sa? -f> 5, 

(48) 4a»^* =(6*-t-vy*)(a*-HÊ*). 

Enfin les formules (/|a) donneront 

, ç) — (a -I- e v^^)[6 y(ç _ ç«-f. . v/^], 

2j(y/zr7, 5«) — (a -H 6 1)[6 — 7 (€ — «“-+-. v/~], 

2,f(— =(â~-ev^^)[€ — y(« — •—S"’'‘'’)v^— ']» 

2 J(~- y/— I , Ç“) “ ( a — f n/^)[ 6 -f- y(ç — ç'‘ + . . ç'*’^’) s/^]. 

Il est bon de remarquer encore que, les valeurs de / o.<?o*/m ^» «lant 

/„ = a ^ - b^ - bt, A=bi- bt, 

^Q—'iCo — t*i — C,, .^|Z=Ci — Cî, 

/, sera toujours pair ou impair, en même temps que /o, ct^, pair ou’ 
impair en même temps que Cela posé, si des deux nombres 5, y 
l’un était pair, l’autre impair, il faudrait, en vertu des formules (415). 
que 8, £ fussent tous deux pairs. On aurait donc alors, en supposant v 
de la forme Sa? + i, 

(r,o) 

et, en supposant v de. la forme Sa? -h ;■>, 

,5.) ;-=(s..v,.,((?)V(iy]. 

“ étant deux nombres entiers, l’un pair, l’autre impair. De meme, si 

des deux nombres §, £ l’un était pair, l’autre impair, 6 et y seraient 
nécessairement pairs, et l’on trouverait : i° en supposant v de la forme 
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1, 

(5» p^'=[(!)+,(ï)’](a«+,>)î 

2° en supposant v de la forme 8a? -h 5, 

(53) ,,^’=[(!y+v(2)’](S*H-.»), 

I* ^ étant deux nombres entiers, l’un pair, l’autre impair. D’ailleurs 

on ne peut supposer les nombres C, y* o* £ pairs tous les quatre, 
puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible 
par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4- 

Si 6, Y, 5, e étaient supposés impairs, l’équation (47) se décompo- 
serait en deux autres do la forme 

(54) Q/;^''= ê*-+- vy*, 3/>*'= 5*4- 6 *. 

Or, P étant de la forme ^\x ■+■ i et y* <le la forme 8a: -h i, la pre- 
mière des équations ('54) aurait un premier membre de la forme 
8a: -h 2 et un second membre de la forme 8a? 4- 6, si v était de la 
forme 8.2? h- 5, ce qui serait absurde. 

Donc, lorsque v est de la forme 8a: 5, les deux nombres 6 et y» «u 

les deux nombres o, e, sont pairs et l’équation (47) se réduit à l’iinc 
des équations (5i), (53). 

Au reste, lorsque v est de la forme 8 a? -4- 5 , alors, en écrivant 26 
et 2Yaii lieu de ^ et y» ou 20 et 26 au lieu de 0 et de g, on réduit la 
formule ( 5 i) ou ( 53 ) à 

V-» 

(55) iJ * = ( 6 * 4 - vy*)( 5 * 4 - e*), 
tandis que les formules (4î)) deviennent 

I ^(/^.«) =(3 4-fiv/”)[®-<-y(« — «'*-+-■ • • — «'‘''”)/^l» 

^(n/^, c“) = (a 4- e - y(« — «•‘4- . . . - ç“’^’) v^^], 

j(__vCr7, ç) — (a — ev/^)[s — •/(« — «'* 4 -... — «'‘"■*)v/^|. 

^(_ vCTÎ, S«) = (5 ~ e + y(« — «“ + ••■ — «“’■’) V^^.1- 

OF.uvre» de C. — S. I, t. III. 5 
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Ajoutons que, dans ces dernières formules, on peut toujours sup- 
poser B» t premiers entre eux, attendu que, si o, £ avaient pour facteur 
commun une certaine puissance de /?, on pourrait évidemment faire 
passer ce facteur dans les quantités y. Cela posé, si Ton nomme a 
et s les racines primitives des deux équivalences 

(57) a;*si (mod./ 7 ), 

(58) (mod./9) 

etp^ la plus haute puissance de p, qui divise à la fois 5 et y, > devra 
être tel que des quatre rapports 

V fi(effS) .f( — ar, .«) .f( — 

"pi ’ ’ “p. 

l’iin au moins soit équivalent, suivant le module p, à un nombre fini 
différent de zéro, aucun d’eux n’étant équivalent à De plus, en 
posant 

(60) [J. = — • a>, 6 y = 


on tirera de l’équation (55) 

(61) 

Si fA se réduit à l’unité, alors étant >i (*), il faudra que 

l’on ait 

(6a) = 

et, par suite, 

5 = 0, £ =: ± 1 ou d = ± I , e = O. 

Quant à la valeur de X, on la déduira sans peine des formules (4o)* 
Soit, en effet, v' le nombre de ceux des indices 

(63) I, «*+v(i — «*), «♦-f-v(i — M*), «''-»+v(i — uy-*) 

( • ) P'oir la Note 11 à la fin du Mémoire. 
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qui sont équivalents, suivant le module /z, à l’un des suivants : 


I, a, 3, 

et v" le nombre de ceux des indices 
(64) — m), M*4- v(l — I/*), 

qui remplissent la même condition. 


U'*-» V ( I — ) 


X- 


IV — 5 
2 4 


sera évidemment le plus petit des quatre nombres 
(63) ^v', Iv-, 

Application. — Soit 
On pourra prendre 


V = 5. 


3 

et les formules (23), (24), (26) donneront 


(66) 


#(- 




Î = K„ 




= B,.. 


De plus, si l’on pose 

Ri, 9= ao4- ajo + ajp*-i-. . .-hai9p‘®=:ao4- ajÇ y/— 1 — a^ç*— 83 ?* i + . . 

alors, en ayant égard aux formules 

=,î(v/— ,50, SW^>,i') =,f(vcr7,5.), 

.f(- 5) = .f(- n/~, î‘). )/“. «■) = -K- î‘). 


on trouvera 


a, — au — — (a,— a,,), 

ai — aii=;= 89 — a|9. 


av — au — — («6 — au), 
a» — a,3 -- a7 — a^ 
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et, par suite, 

R,.,=: ao— a,o — (a,— a„)(ç*-4- ç») -t- (a*— au)(ç + «*) 

+ (a,- at,)(«*-i- ç») -h (a, — aM)(« + \/^- 


On tirera d’ailleurs, de la formule ( 19 ) du paragraphe 1, 

#(-l,s)=-l, ^(1,4) = -I, ... 

et, par suite, 


a# — ag-hUio — a»* — — 1 

df — Bj-t- dii a)g~ O, 

a* — 87 4- au — ai7 = o, 

83 — 83 -h ai 3 — aia = O, 

84 — 89 -t- flu — 81#= O, 


89 -+- 89 “t” #19+ 8(9 — ““ * 

Sj-H 89-+- aif-H 879 — 0, 

83 -f- 87 4 - 879 4 - 877 — O, 
8 , 4 - 89-*- 873 H- 879= O, 
ai- 4 - 89-4- 8744- 879 = 0; 


puis on en conclura 

870 — — 1 — 89, 877=: — 87, 879 = — 89, 873 = — 89, 874=— 84, 

879 = — 89, 8|9t=: — 89, 877 = — 87, 879 = — 89, 879 = — 89; 

R, ,9= 14 - i 89 4- a, — 84— ( 8 , 4 - a4)(ç — «* — «• 4 - 

4 -[aa, 4 -a,-ai 4 -(a, — a3)(ÿ — «* — «* 4 -ç‘)] 

Enfin la formule (55) donnera 

(67) p=:(6*4-5y*)(a*4-e*) 

et, comme 6 * 4 - 5^“ surpassera l’unité ('), dn en tirera nécessairement 

ô*4-E*=i, p = 6*4-5y*. 


(I) 6*_)_ 5y* pourrait so réduire à Tunité si l’on supposait 
6*=i, Y*“o* 

Mais alors la formule (67) deviendrait 

8 * -f. 6* = P 

et l'on tirerait des équations (69) 

4 p = 4 ( 8 * 4 - 6*) =s U7, 909,7, 

ce qui est absurde, puisque ni ih,, ni 11,,, ne sont divisibles par p. Donc la supposition 
que 6*4- 5 y* se réduit à l’unité doit être rejetée. 
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Donc, tout nombre premier de la forme 200; + 1 est en même temps 
de la forme 6^4- en sorte qu*on peut satisfaire, par des valeurs 
entières de à l’équation 

(68) /ï rrar’-H 5 y*. 

Quant aux valeurs de a? = 6, j = y» ®^l6s pourront être déterminées 
à l’aide des formules 

Ri»,i7 = ->^(v/^.s*) =(6 4-ev/^)[S —y (« — «* — «* 4- 

R,,, =#(v'^,ç) =(6-{-e\/^)[6-hy(« — ç*— 

Rs.t =^(-- V^»«*) = (^“-eN/^)[S-»-y(« — «*— «* 4 -ç‘)v/~l, 
desquelles on tire 

Rm 4 “ Rij,n= + Ê V^— 0®» 

R»,7 4- Rii,».= a(ô — e V^)s 

et, par suite, 

(R.,.4. Ru,.7)(R,.7-i- R s.,..) = 4(6» + 6*)6* - 4S», 

puis, en remplaçant p par r, 

4®»— ni,9n»,7— 4**^»» 

( 70 ) a?*s ^n,,,n,.7. 

Comme on aura d’ailleurs 

5 = 0, e = dbi ou 5 = d:i, * = o, 

on tirera des formules (69), en y remplaçant p par r, 

(7») ±n,,,sn3,7. 

Exemples. — Si l’on prend ^ = 4 i» on trouvera 


n,js — ni,,5i5 (mod.40« 
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EfTectivement 


4i = 36 h-5 = 6*+5.i*. 


Si Ton prend /> = loi, on aura 


Effectivement 


n,.9==n,,7= — 18, 


101 = 8i -h ao=:9*4- 5.a*. 


Si l’on prend yj = 6 1 , on aura 


Effectivement 


„ 30.29.28 », 

_ , . a7.26.25.24.23.aa 

^i. 5 . 6 . 7 . 8.9 

vr*s — 17*--— 389 = 16 :s — 45. 

61=164-45 = 4*4-5.3*. 


Soit encore /> = 181. On trouvera 


90.89.88.87.86.85.84.83.82 I I .3. 5. 7. 9. I I . i3. i5. 17 

1.2. 3, 4. 5. 6. 7. 8. 9 2 1.2.3. 4.5. 6. 7. 8. 9 


Effectivement 


.r* = — 5 ^'* sr ±: ^ = it 1 = zp 1 80. 


181 = 14-180 = 1*4-5.6». 


Seconde application. — Supposons 


U sera racine de 


et l’on pourra prendre 


//'* = ! (mod. iS), 


M®=I, U =2, //*:=4» W* = — 5, M* HiS 3, U* =6, 

«‘ = — 1, a, «*= — 4» «* = . 5 , w‘®== — 3 , «“-== — 6. 
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Cela posé, les termes de la série (63) seront équivalents, suivant le 
module 4*i3 = 52, aux quantités 

I, 4 — 39 = 17, 3 — ^6 = 39, -H 16 = 35, 

— 4 H- 65 = 9, — 3 -H 53 = 49, 

dont quatre sont renfermées entre les limites o et 26, tandis que les 
termes de la série (64) seront équivalents, suivant le même module, 
aux quantités 

a--t 3 = 4 i, — 5 -+-78^21, 6 — 65 = 45 , — 3-1-39 = 37, 

5 — Sa = 5, — 6 -h 39 = 33, 

dont deux sont renfermées entre les limites o et 26. On aura donc 


V'=4, V"=3, 



et, par suite, 

X— l —I 
3 4 

Donc on pourra résoudre en nombres entiers l’équation 

(72) /?=:(3*-he*)(Ær*-t-l37*), 

et comme surpassera l’unité (*), attendu qu’on ne peut 

supposer y = o, y = o (*), on aura nécessairement 

(73) a7»-Hi3j*“;7, 

3 = 0, a=±:i ou ôr=±i, g = o. 


(*) Si Y s’évanouissait, les formules (56) donneraient 
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On tirera d’ailleurs des formules ( 23 ) et (26) 


( 74 ) 


.ÿ(v/^, «“)= 


0i 6n Hat 04, 
^41 ^4> 0« Hg 0at 

e*. 


— ^1^37, 41 B3|,sR3),4|, 


ei, par suite, 


^(a,s) 


(inod./;) («), 


ce qu’on ne saurait admettre, eu égard aux équations (74), en vertu desquelles on a 

jw) 


(mod./>). 


( ■ ) Il est bon d'observer qu'on doit entendre Ici par 


ce que devient le rapport 


^(^/rT.0 


quand ou y substitue a au> Hou de v^— i et « au lieu de a, après l’avoir transformd à l’aido de la 
formule (la) du paragraphe I, de manière que ces substitutions ne rendent pus le numérateur et le 
dénominateur simultanément divisibles par p: Sous cette condition, la remarque qu’on vient de fuira 
est exacte et pourrait être exprimée dans les termes suivants : 

L'équation 

jointe aux formules (68), donnerait 

K»,»= R»i,4i 

puis, en ayant égard à la condition 

R 4 ,» = 

qui subsiste quand aucun des nombres A, A, A + A n'ost divisible par n =: 4 v = 4. id » Ss, on en 
conclurait 

P H,„ „ 4, = H„ „ 4, R 3 ,^ 44 . 

Enfin, en remplaçant dans la dernière formule 1 par a, ç par r, et généralement R^^ 3 par 
— on trouverait 

/*Rji,»Rî3,ï “ R«,«R»,nR|»,iiRit,i (mod./»). 
ce qui est absurde, puisque aucun des nombres 

R|,3»> R*, ni Ri», III Ri»,i 

ne sera divisible par p. Le rapport entre le premier et le deuxième nombre do la dernière formule est 
précisément ce qu’on doit entendre par l'expression 

J(a,s») 
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puis, des équations ( 24 ) et (26), 

, ( ^^(— /^t«) =/>R5«.*7RM,S»n*»,8* 

(70) ! 

* \/ • I <“) =/*R|»,ll R31.47R|».7* 

D’autre part, étant réduit à l’unité, les formules (5;')), (5()) 

donneront 

4S«= [^(v/=î, ,) + #(v^, «“)] [^(- . « ) + v^. «“)]. 

OU, parce que 6 = px^t on trouvera 

4/ï*4r»= [.f (v/^, i) .f (v/=^. S'*)] W- «) + «'01 

= ^*(R|,1sR 9,|7 R|9,*«*+“Rs7,ilR»l,sR33,45)(R8J,»7D*J,ï8R3,*3 + Rl»,uR*!.»7Rl9,7) 


OU, ce qui revient au même, 

„J._ I / R>.»sR»,17 , JJ II 3 I.» \ ( n Rii.i»I1».i7 \ 

4\ Rs.JS Ri1,1»Ri*,7/ \ R|,Î8B»,I7 / 

OU bien encore 

, I ( Ri», 4» , Rs7^4|R83^\ ( R»7...R*8.83 ^ „__H3ML_^ 

^ "" 4 V^iWÜlI ^ R3.,47 ^ ) V R 39 .*. ^ H37.4.R3,,4,; 

Si, dans cette dernière formule, on remplace p par r, on tirera 


(76) 


llii. 13117.19 Ri.îslL.i? 


(mot!, p). 


•» Hs.ji Rs.ts 

Comme on aura, d’ailleurs, 

rfC/rr, î) =± .f(- v^, «•), v/^. t) = ± «“). 

on en conclura 

Un. Il R7. 19 Rl-tsll 9.17 

II.;., ““ "... 


\3 II3.ÏS / 


et, par suite, 
(77) 


Œuvres de C. — S. I, t. III. 


6 
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Oii aura de plus 

a6o(^fiTO — i). . .(a5CT i) 

I .a. 3 . . .CT * 

a6CT(a6gT— i). . .(a3gTH- i) 

I . 2 . 3 . . . 3 ra * 

a6rg(2()iB — i). ■ .(17BT -hi) 

Exemples, — Supposons 
On aura 


I . 2 . 3 ... 9 BT 

P ~ 53 . 


I Ri, *5 

( 7 *^) I Ra,is~ 

no.i,= 




IIa..3 = 

n,,n= 


a6.25.24 ^ • 1 . 3.5 „ 

i.a .3 81. a . 3 ’ 

aC . a 5 . a 4 . a 3 . aa . a I . ao . 1 9 . 1 8 _ 3 7.9.11.13. i 5 . 17 
I .a. 3 . 4. 5 . 6. 7. 8. 9 ”” i4 4. 5 . 6 . 7. 8. 9 


5 

4““ 


— 12 


> R|,J«ll9,l7 3 . 

â’Tn:r' = 3=*’ 


Kircelivemcnt 
Supposons encore 
On trouvera 


.r* “ I . 

53 = I -hSa = i-h 1 3 . a*. 
/> = i 57. 

BI= 3 , 


n ’ > 1-3.5 

1 . 2.3 - 8 1 . 2.3 


5 

16 ’ 


n» ,7 _ I 19.21 .a 3 . 2 . 5.27 . 29 . 3 i . 33 . 33 . 37 . 39.41 43 . 45 ' 47 . 49 . 5 i .53 
10 . 1 I . 12 . 1 3 . l 4 . l 5 . 16 . 17 . 18 . 19 . 20.21 . 2 3 . 23 . 24 . 2 . 5 . 26.27 

1 29 . 31 . 33 . 35 . 37 . 39 . 41 . 43 . 45 . 47 . 49 . 31 .53 1 

a‘* 10 . 1 1 . 12 . i 3 . 14 . i 5 . 16 . 17 . 18 . 20 . 2 a-. 24.26 2 * 


^ Ri.*» R». 17 _ 5 _ 

= (22)* — ± i 3 sqp 144. 


Eireclivement 


107 = i 4 I -H l 3 — 12 * -h l 3 . 1 *. 
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V3 

§ 111. — Suite du même sujet. 

Reprenons les formules (4) et (5) du paragraphe II. On en tire 

i JCa'*, ç) = J (a*, «'*’) — J (a'*, s"‘) zn. . . — (a*, ç'" ’) 

-1) On*-t-t>v(/i-w*) ‘ ■ • O fe~*-f-t<v (/<-»'"*) . 

« v.v^-n, 

et l’on trouve de la même manière 

f ç) = .i(<x\ ç'‘')=j(a\ s«‘) rz:. . .= J(a", 

(a) < «1 0«*.n>vf/i - K») Dii*-n’vi/t- w*) « • • ^ 



On aura d’ailleurs, en vertu de la formule ( 2 ) du paragraphe II, 

Enfin, comme, en supposant v premier, on aura 

v«-l 

U * S — I (inoü.y), 
on trouvera, si v est de la forme 4 ^ -+- 1 , 

( 3 ) .f(«'S ;-■) = .7(0.», = .f («\ .-) 

et, si V est de la forme 4-^' 

Supposons maintenant que (*> soit un nombre premier'et nommons a 
une racine primitive de 

(5) (inod.f.»). 

Si l’on prend 


( 6 ) 


J(a, ç) -f(a'*%s). . = !p(a. «), 
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on aura 

(7) 9(«. î) = ?(«“'. Ç) 

(8) ç) (««', ç). . ç) = «), 

( 9 ) «) = ?(*“■»«) =• . . = {)• 

On trouvera de plus 

m-l 

a * =— I (mod.w). 

Cela posé, si (o et v ne sont pas tous deux de la forme f\x + \, on aura 

9(«,î)= a + b (a 4- + c ( st« 4- a*‘ + ... + 

+ [fl' + 6' (a + + ««“■*) + c' {«“ +«“’ + ... + a““-‘)](ç +{'*’+...+ çi»*-) 

•+■ [fl’ +//( fl 4- + a*“'’) 4- c’( «* 4- a“‘ + . . . + «““"’)]({* 4- H- . . . 4- 

ou, ec qui revient au même, 

a<p(«,ç)= afl—i— c4-(i-o ){« — a«4"«^’-~...4-«‘*““’-a'*"~') 

4- [afl' — h'-‘C' 4- (6' — d){« — «<‘4- fl'*’ — . . . 4* «'*"■■')](« 4- {"4“. . .4- ç"''"’) 

4- [ a fl' - 6' - c* 4* ( // - c’ ) ( « - «* 4- . 4- «®“ - a»*" )] ( ç'* 4- ç" 4- . . . 4- ç"'"’), 

ou enfin 

49 («, î) = - * - c) - (afl'— //— c') — (3fl'- b"— c") 

4- [(a fl'- b' - 1 “' ) — (a fl'— b"— c*)] (î — ç" 4- 4- ç'*’”’ - ç*'"’) 

4 - [a (6 - c) — (b'—c') — (6'— c')](a — a" 4- .4- a'**’' - 

+ [(6'_c')-(6'-c')](ç-ç«4-...-«“’'-)(a-a«4-...-«'*“-). 

Si l’on fait, pour abréger, 

A = a(afl — /> — e)— (aa' — A'— c') — (afl’— i'— c'), 

B = a(6-c)-(6'-c')-(é’-c'), 

C — afl'— é'— c' — (3fl’— 6'— c'), 

n = (6'— c') — (// — c'), 

les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous impairs, et 
l’on aura 

, , ( -'l?(«.<) = A4-B(«-a''4-...-a*"^)4-C(î-î“4-...-î“'"’) 

(•o) 

1 4- 1)(« -«'*4-. . ««“"’)(ç - î'*4-. . . - S'”'"’). 
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Si V et (i> étaient tous deux de la forme 4^ + i» alors l’expression 

9(a,ç) = 9(«-‘,ç-‘) 

se réduirait à une puissance entière de y», et l’équation (lo) prendrait 
la forme 

(il) 49(a,ç)=:A, 

en sorte qu’on aurait 

B = O, C = O, D = O. 

Lorsque (o et v ne sont pas tous deux de la forme H- i, le produit 
se réduit à une puissance entière de p. On a d’ailleurs généralement 

1 l)~ w, 

(la) < 

De plus, on tirera de l’équation (lo), en y remplaçant successivement 
a par a" et ; par 

1 49(«, «“) = A -H B(« — ««-h. . a““ ’) — C(« — ««H-. . î"’”'*) 

— D(« — — «“4-...— ç"''-*), 

49(«'*, ç) =:A — B(« — a«4-... — -l-C(ç — 

\ —D(a-a« 4-... -H... — 

1 4-D(a — «‘*4-. . «'*”")(« — ç“4-. . . — 

et l’on trouvera : i° en supposant (i> et v de la forme l\x 

9(a, ç) — 9(«-‘,ç) = 9(«, ç-‘) = 9(a-‘, ç-‘); 

2 ® en supposant v de la forme 4^ i et w de la forme !\x -+- 3, 

9(«, ç) = 9(a, r ‘), ?(«“f i) = ?(«'*. S-'); 

3® en supposant v de la forme 4^*? -H 3 et co de la forme 4^ ■+• i * 

9(«,ç)=:9(« *‘, ç), 9(a,ç'‘) = 
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4 " (*n supposant v et o) de la forme 4^’+- 3, 

Donc, si l’on fait généralement 

(14) 9(a,ç)o(«-‘, ç-‘) =/?*, 

on aura : i" en supposant v de la forme 4 -^-+- 1 t‘t w de la forme 4 ^?-+- 3, 

(lo) />*=9(«» 

2 " en supp(»sant v de la forme 4x 3 et w de la forme 4^ -+- i. 

(lü) p*= »(«, î) 9(a, fi") = 9(«‘*, fi) 9(a", fi“); 

3*' en supposant v et tu de la forme 4*^ 3, 

(«") /»*■” ?(«» «) ÿC»". «'*)=?(«» «") «)• 

Si maintenant on substitue dans les formules (i5), (lO), ( 17 ) les 
valeurs de 

Q(«,s"), Q(a'Ss'‘) 

tirées des équations ( 10 ), (i3), ou trouvera, en ayant égard aux for- 
mules ( 12 ) : 1 “ en supposant v de la forme 4 ^ -H 1 et w do la forme 
4.r H- 3, 

(15) 16/)*= A‘-h wB*-hvC= + (k)vl)*, ACh-o)BD = o; 

2 *’ en supposant v de la forme !\x ■+■ 3 et w de la forme fyx -+- 1 , 

(19) i6yw* = A*-t-«II*-hyG‘-4-r.,vD«, AR4-y(:i) = o; 

3'^ en supposant w et v de la forme 4x -+- 3, 

(20) i(»/>*=:rA*-i- wB*-hy(:*4-wvÜ», AD — BC — o. 

On vérifie les équations (iH) en prenant 

A = 65 , B = Cf, C = — wyg, D = yd 


et, par suite, 

(21) 


16/?*=;; (0*4- wÊ*)(6*-+- vwy*), 
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OU bien 

A = wSô, B = êe, C = — ys, D ■— yd 

et, par suite, 

(aa) i6/)*=(eüô*-f- 6*)(wS*-t-vy*). 

On vérifie les équations (19) en prenant 

A = 6d, .B = vyi, (:=— 6 ê, D^y 5 

et, par suite, 

(a 3 ) i6/j*= v£*)( 6* 4- wvy-), 

OU bien 

A = vêo, B = ys, C = — 6e, I) = yS 

et, par suite, 

(a4) i6/î*=(v6*4-e*)(v8»-+-a>y»). 

Enfin, on vérifie les équations (20) en prenant 

A = 66, B = 6ê, 0 = yô, D = ys 

et, par suite, 

(a 5 ) 16/7^ — (6*4- (-»>e*)( 6*4- vy*). 

Applications. — Supposons, pour fixer les idées, 

V = D, (û — wv = 1 5 ; 

on aura 

a = ‘i; «“=1, M~2, m*= 4 » m *=3 (mod.;')); 

//'" 4- e V ( A — ) =; //"* — 5 ( A — «"') = 6 //"' — 5 A, 

“30-10/1 ®- 10 A 

“so-Ii'A “• loA 


M = a, 
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on trouvera par suite 

—Hciti) = -g-— =-gp=Ri,u 

=#(«■,<) =?:^=:1L,,-,= R„,,„ 

A A 

,(«,!>) =:R,,., =R,,,., 

I ,(«•,{■)=#(»>,«■)= ^ =V’ 

Cela posé, on aura 

/>*■ = ?(«, «) ?(«*, 0 = 9(«. «*) 9(“*' «*) = Ri.»Rimi = R7.uR*,i=/>* 

k=zi 

et la formule (21) ou (22) donnera 


( 37 ) 

i6/j = (8*+3i*)(6*4-i5y’) 

ou 


(î8) 

i6p = (i*+33*)(36‘+5y'). 


Reveiioïls aux formule» (10) et (i 3 ) et supposons v de la forme 
!\x + 1 et (1) de la forme h- 3 . On trouvera : 1" en prenant 

A = €^, lizzîe, C=— uyr, \) = yi, 

/ '» ?(«. 0 = [5 + «(a - ««“-’)] [6 H- y(ç - s« + . . . - (« - a«+ «“"-)] 

) ?(«» «") -- [^ + î(« - «“ + . . . - ^ y(5 - Ç* -h . . . - î"’") 

1 4 ? («“, «) = - ï (a - + . . . - [6 -*/(«- ç* + ... - î'*’'"’) (a - «« -t- . . . - ««“-)] 

( 4 ? («“» «*) = [0 - £ (a - a* + . . . - a'"*-’)] [6 + -/(î - î" + . . . - î"'"') («-«« + ... ^~ »«*-»)] 

Si l’on prend, au contraire, 

A = u65, B = 6£, C=--y£, I)=:yd, 

on aura 

4?(«, 0 = [£ - 3(a - - ««'*"’)][ 6(a - a"+...- ««"'*) - y(« - i»-f . ..- î"' ’)] 

4 ? («f « “) - ■ [£ - 5 (« - sf* +. . . - «'‘“^)] [ 6(a - a* +. . . - -+- y (« - ç* + . . . - î"’^)] 

4 ? («“, î) = t* + ^(« -«“+••• - [- 6 (a - a“ +. . . -> ««“'’) - y (ç - s" + . . . - 

4 ?(«“»«“) = [£ + 3(« — — «"“■’)] t— 6(« — a» +. . .— a"” ') 4- y (t — ç" + . . . ~ {«’-’)] 



( 30 ) 
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Dans les équations (29), ( 3 o) on peut toujours supposer e, S preiftiers 
entre eux et faire passer les facteurs communs qu’ils pourraient avoir 
dans 6 et y. De plus, si les quatre nombres A, B, 0 , D sont impairs, 
C, y, S, £ devront l’être aussi, et l’équation (21) se partagera en deux 
autres de la forme 

(3i) = ô*-*- w6*, 4/>**= 6*-f- vci)y*, 

OU l’équation (22) en deux autres de la forme 
( 3a) fi* H- w5*» 4/>*‘= w6*-h vy*. 

Si, au contraire, A, B, C, D sont pairs, 5 , y seront impairs et les 
équations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire 
lorsque 0, i seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu’il suit : 

(33) />*•'= 3* - 4 - WÊ*, 4f>*'= -f- vw I 

(34) • 

Ajoutons que l’on déterminera facilement p*'" en cherchant la plus 
haute puissance de p qui divise simultanément les deux produits 

<p(«, s) ?(«,«“), Ç'‘)f. 

qui se réduiront, si l’on admet les formules (29), à 

~ [(5 -I- e(a — «'• -H . . . — )] (6* -+- vwy* ), 

_ e(a — a« -t-. . . — a“"-*)]*(ê*4- ''««>7*)» 


et, dans le cas contraire, à 

— -j^[e — o(« — «“-4-. (w 6*-4- vy*), 

SV 

— — 3(a — — «*‘“'")]*(wS*-+- vy*). 


Supposons, comme ci-dessus, 
cü = 3, 


uv = 1 5 ; 


OEuvrei de C. — S. I, t. 111. 


V = 1 : 5, 


7 
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on aura 

<p(a, «)©(«,«••) 

«U, Il 

■«H.T 

Donc alors A"=i, et comme on a trouvé k = i, on aura nécessaire- 
ment k' = o. Par suite, la somme 

ô*4-6)É* ou e*-f-t.)(î* 
se réduira nécessairement ou h Tunité, ou à 
4 — I w = 1 -h 3 


et les nombres 7 vérifieront l’une des formules 

4/J = 6*-M5y*, 4/> = 36’-4- 5y*, 

,,=(!)V.5(iy, 4.=3(!)v.(zy. 

D’ailleurs, les seconds membres de ces dernières formules seraient 
divisibles par 8 si § et y ou - et ^ étaient impairs, tandis que les pre- 
miers membres sont divisibles seulement par 4 » Donc B et 7 ou | et ^ 

doivent être pairs et l’on peut résoudre en nombres entiers l’une des 
équations 

/> = .r’ 4 - 1 5 V*, /? = 3 .r» 4- 5/*. 

Or, comme on a généralement 


on en conclut 


(ino(j.5), 

3j 7*4- a (mod.5). 


Donc P étant de la forme lüx -h i ne pourra être en même temps de 
la forme 3 .r“ h- 5 y*, et tout nombre premier de la forme i 5 x -+-i véri- 
fiera la formule 


(35) 


/> Æ?* 4- I by*. 
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Il reste à lPoi>ver la valeur de x. 

Or, d’après ce qui vient d’être dit, on aura : i'* si l'on suppose 
S*4-(j)e* = i, 

i6p = 6’4-i5y*=i6(Æ:*-f i5y*), 

6» • V* 

2“ si l’on suppose S* + (oe* = 4, 

= 6‘+ i5y*— 4(Ær’4- 15/*), 

6* 6* » v’ 

On aura donc, dans tous les cas, 

.r*=r ~(ô*-|-u6*), ^*= |^(o*4- WÊ*). 

D’ailleurs, on tire des formules (29) et (26) 

i,(«, 5 )ç(«*,«“) = ^(S‘+«!')[S+y(<-«“+. 

f (»>«“)= ^(^'+ Rit, Il Ri.ii- 

On aura donc, par suite, 

” ( Ui*,ii ItT.u + Ri,* Rj,») — wv V* = X* — 15^’, 

puis on conclura, en remplaçant p parr, 

et, comme on aura de plus 

(mod.ju), 


011 trouvera définitivement 
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Exemples. — Supposons /> = 3i. On aura 


n,.*= 


Donc 


® = 2. 

5BT(5nT — l)...(4gT-4-l) lO.Q / c ^ / 

I .3.3. . .BT — I .3 “ ^ “ * 

ionT(ionT — I). . .( 8 bj - 4- i) 30 . 19 . 18.17 - » 

1.3.3. ..3BT “ 1.3. 3. 4 *‘7 

19.14== ^9.7 = 16 = — 15 =— i 5 ^». 


P = aî*-M5y*= 16 4- 15 = 4*+ >5. 1*. 


9 * 


Supposons encore p = 61 . On trouvera 
® = 4, 

„ 30. 19 . 18. 17 s- O (' -ïe 9 

”‘'‘= 1 .^. 3. 4 -S-'9-3-i7si-5.7s-35s-^’. 

„ 40.39.38.37.36.35.34.33 .. ^5 

"■•*= ..o.à. 4 . 5 . 6 . 7.8 =*• •7'9.i3.37.39= J, 


Effectivement 


61 =/ï = 14- 60 = I* 4- 1 5 . 3*. 


En général, v étant de la tonne 4^ -h i, w de la forme l\x -h 3, et 
0 , e étant supposés premiers entre eux, on conclura des formules (3i), 
(3-2) ou (33), (34) qu’on peut satisfaire en nombres entiers à l’iine 
des deux équations 

(36) 4/>*'=X*4-vwY*, 4/»*' = vX*4-wY*, 

et comme les seconds membres de ces dernières seraient divisibles 
par 8, si 

V 4- w ou 14- vw 


étant eux-inèmes divisibles par 8, les deux quantités X, Y étaient 
impaires, tandis que Iqs premiers membres sont seulement divisibles 
par 4; on aura nécessairement, dans cette hypothèse, 

X = 3X', Y = 3 Y', 

;,a'-7^X'*4-v(oY'* ou /7*'=vX'*4-wY'*. 


( 37 ) 
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Dans ces diverses formules la plus haute puissance de p qui 

divise simultanément les deux produits 

(38) 

Soit d’ailleurs p^ la plus haute puissance de p qui divise simultané- 
ment les quatre expressions 

(39) ?(«.«). ?(«»«“)♦ 9(«'‘»î), ?(«“,«'*)• 

X, Y seront divisibles par f?' ; et, en posant 

X = />^x, Y = p'^y^ 

p~k* — a>, 

on tirera des formules (36) 

(40) x*-^'my* ou f\pV-=s'ix* (tiy^. 

D’ailleurs, p étant de la forme vwæ? + i, la seconde des équations (4o) 
ne pourra être vérifiée qu’autant que l’on aura 



y J?* s 4 

(mod.w). 

et, par suite. 

» 4 

<l) — t 

(mod.v) 


y~=5i 

(mod.w)» 


V -1 

W * = I 

(mod. 0 

ou, CO qui revient au même. 



1 - 1 


Donc, si l’on a 

L«J 

Lv|--- 

(40 


[v]-- 


on ne pourra satisfaire à la seconde des formules ('|o) et l’on aura 
nécessairement 

(4a) ^pV-r=ix*-k-vtùy*. 

Application. — Soit w = 3. Alors, si v est de la forme 1207+5, on 
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et, par conséquent, on pourra vérifier, en nombres entiers, féqua* 
tion (42). Mais, si v est de la forme i2æ? + 1 , on aura 


et l’on pourra seulement assurer que l’une des équations (4o) est 
résoluble en nombres entiers. 


. - Soient 


!i) = 3, v=ri^, wv=:5>. 


On trouvera 


» = 3, fl = a, 

«•=1, « =3, «*=" — 8, 7, s--4> «‘s— a «^=—6, 


«*s-i, «‘=—3, 


«'»a4, «“sa, «‘*=6, 


(mod.3), 


+ (’v(/l — «"')s — 17(4 — «'*) s iSm"'— 17 /t; 

i7ft ^30- nft Hu-n* 03J - 17 A ^»i-i7A Rae-nft 

’ H17A 

_ t^.l-|7ABl7-l7/<^a»-l7a^tS-l7/tHt|i-nft97Wl7ft^t«-l7/tQ|i-l7/< ^ 
®nA 

puis on en coueliira 

— ü — ”|,I5 *W8,HH13> nu,»— 3 

W |7 Wn 

~ RM6Bn,i»Rts,4R«,ls®Î7 - R|,ll ltu,tsHl3,4 R4l,|»^Rl7,17( 

H37H|(i®7ï®!iH3|t^7RwHi« _ n n n n 
*^17 

= R 37 , 3 | 11 | 0.7 Rij,*|Di|,K,/>Ri 7 ,| 7 , 
=IU»,j»Ri,n ILi.i-rEi,]! pRst.ji, 

9 (St*, t'') = R„.„R 41 , 44 ^ 1 , Ri|,I|/’Ri 4 ,| 4 * 
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En d’autres termes, on aura 


(43) 


<?(«»«) —p^ 

?(«»«“) =/>* 


Rso.ïJ Es».»7 B3*,3» 

«IL ,31 Rm.3U 

IV,, .31 


9(a*, 


6 »«>..l 8 R 3 >.» 7 Ra,.:U 

Hi3.â3R;9,l9 

i<37 ,31 IVt.a.K*.,.. 


Or, la plus haute puissance dap, qui divise simultanément les expres- 
sions (43), sera />*. On aura donc 

X=:3. 

De plus, les produits 

?(«. «)?(»»«'*). ?(«*»?)?(«*, î") 
seront l’un et l’autre divisibles par p'. On aura donc 

A--=7, 

P = 4 "— aX = 7 — 6 I 


et l’on pourra résoudre en nombres entiers l’équation 
( 44 ) 4 /»— Ær* 4 - 5 l^*. 

On trouvera d’ailleurs, en raisonnant comme plus haut, 




et, par suite, 


* H|.nnta,4ll|7.i7 

^ n|0,7Hl7,l7 Ha,)|gn,,3, 

iîiüJiïï 99.6 ïîi lU 
2 UtO.TlIê, 96112, )t 


(45) 


a;* = ~5i^* 


n|,nllt,|alli.22rii,,22lll4.20 
119.3|11t,I jll|,3e 


En général, lorsque w est de la forme 4^ H- 3 et v de la forme 
4 ^ 4 - 1 , on peut décomposer l’équation (21) en deux autres de la 
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formft 

(/|6) 5*-+- ue®, 6*-+- vwy*, 

OU. l’équation (22) en deux autres de la forme 
(47) 4/>* = wô*-+- £*, 4 a>**= w6*+ vy*. 

Car, chacun des binômes 

wô* -+-€*, 6*4- vwy®, wS*-+-vy* 

sera nécessairement impair ou divisible par 4 et, si Piin d’eux était 
impair, les deux termes de l’autre binôme dans la formule (21) 
ou (22) seraient pairs et divisibles par le facteur 4. qu’on pourrait 
évidemment faire passer dans le binôme impair. Ajoutons que l’on 
pourra toujours supposer 0 et e premiers entre eux ou n’ayant d’autre 
commun diviseur que le nombre 2. 

Cela posé, soit toujours la plus haute puissance de p qui divise 
simultanément les expressions ( 39 ). sera la plus haute puissance 
de P qui divise simultanément les produits (38). Ou aura d’ailleurs 

k'=zk — k\ 


et l’on pourra résoudre l’équation 


(4?) 

4/>*‘~*^=: j;*4- 

ou 


(49) 

4 = W 4- V/* 


De plus, on tirera des équations ( 29 ) 

i 6[9(«, {) çp(a'*, s") 4- 9(a, ç") «)] = a(d*4- Cüe*)(6*— wvy») 

“ — (livy* ), 

i6[9(a, ç) 9(a, ç») 4- «pCa®, «) ç")] = a(o* — wê*)(€* 4- cuvy*) 

= w£*); 



MÉMOIRE SUR JLA THÉORIE DES NOMBRES. S7 
üu, ce qui revient au même, 

^ ?(«»<) y(«“» y(«. i’*) 9(«°. g) 

/>*' 

En opérant de la même manière, on tirera des formules (3o) 

’ 

e* — oÔ* = a 9 (*»g)y(«* S“) c^*) 

Si, dans les équations (/ïo), on remplace p par r, on déduira 
facilement des formules ainsi obtenues et des équations ( 40 ), (47)* 
( 4 H), ( 49 ) les. valeurs de a?, y, S, e. 




Exemple. — Soient toujours 
w = 3, 

On aura 

<}>(«, «) = R|, 4, ?(«“,«) = Ri4,II* 

A' = I , k' = O, 

et les formules (5o) donneront 


V t— O. 

©(«,«“) — Ht,, 3, 9(«»,ç'*) = R,,„ 

A' = I , X = O, 


/ r*— a(R,,tR,,,-t- Rt.ijRu.ji )* 
— 3 R|.4R7,»+ R».»Rt4.ll 
' P ’ 


De plus, les formules ( 40 ) et (4H) donneront 
(53) 3*-4-3fi*r=4, a:*-M57*=4p. 

Enfin, on aura 

R|,4H,*,,,=p, 

OEuvrts de C. — S. I, t. Ill> 


Rt,iRl3,7 — P* 
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et, par suite, les formules (52) se réduiront à 





Si, dans ces dernières, on remplace p par r, ou trouvera 


(54) 


ô* -3 e* 


/ Ht. 4 Hi.» \ 


puis, en combinant les formules (54) avec les suivantes, 
d*-h3e*=4, J7*-h i 5^*£3 O (mod.p), 


on trouvera 


j?* = — i5^*s (inod./O. 


Ajoutons que la première des équations (53) entraîne Tune des sup- 
position^ 

ô*=4» e*=.o, 

5*= 1, c*=i; I, 

en vertu desquelles 

Ô*-3€» 


se réduit à 4 ou à — 2 . Donc 


(55) + ou —I (mod./!>). 

Quant aux valeurs de x, y, elles doivent être paires pour que la seconde 
des équations (53) puisse être vérifiée. 

Prenons, pour fixer les idées, yo = 3i. On aura 

n,,t=i4, H,,, = 9 (mod.Si), 

ïj^ ‘-H lï^ = 5-t-v — 5 — 6 s — I ( tnod. 3 1 ), 

â* — I, 6*=i, 

— i5^si6 = — 15 (mod.3i), 

3i = 16 -H i5 = 4*-H- 15. 1 *. 
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Prenons encore /? = (Ji. On trouvera 


n,*s— n,,|S- (mOd.ôi), 


Di,* , 9 5 „ , 

15 ^ = 1 = -- 6o, 

4 4 

6r = I + 6o I* -f- 1 5 . a*. 


Supposons maintenant que fa soit de la forme !\x+i et v de la 
forme l\x + 3 . L’équation ( 23 ) sera divisible en deux autres de la 
forme 

(56) 4/'*‘'=6’+ wvyS 


ou l’équation (2/4) en deux autres de la forme 

(5;) 4io*'=vi*-+-É*, 4/^*'=:v6’ + wy*, 

6 étant des nombres non divisibles par p. Si d’ailleurs/ désigne la 
pins haute puissance de p qui divise simiiltanéinent 6 et y, alors, en 
posant 

S=:p^ar, y=/?V' 

on réduira la seconde des équations ( 5 G) ou ( 5 ;) à 

(58) 

OU bien ii 

(59) y. 

Enfin, au lieu des formules (29) ou ( 3 o), on trouvera 

4<P(«, Ç) = [â - £(« - [ô + y(a - ..-«•■'"■’){« - î“ «“n]. 

4ç(«, ««) ^ [ô' + £ (ç - î" 4 - . . . - «•”)][6 ««-’) (ç - î« + . . . _ î*-)], 

4 (p (a«, 5) = [a - £ (s _ i'* + . . . - s"’”)] [6 ~ y (a - 4- ... - a*-"’) (ç - j- 4 - ... - «“”’)], 

4(p (a«, 4 - £(; _ Ç« 4 . . . . — Ç«— )] [0 4- -/(a - a" 4- ... - a'**"") (î - î“ 4- . . . — î""’)! 
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ou bien 


4 ?(«i î) = [î 6{« - «“’■’)] [ - 6(ç - + . . . - c«* •) + y {« - a» + . . . - «»—)] 

4 Œ (a, « “) = [£ - O ({ - ç" -H . . . - ç“n] ( §({-{* + ...- {«’'-*) + y (a _ a» + . . . — a*"^)] 

4 9(«", i) = [£ H- 3(« - «nih 6(î - Ç" + . . . - «n - y(a - ««"-’)] 

49(««, ç") = [£ - a(« - «“+. 6(« - s« + . . î-n - y(a - ««-)] 

puis on en conclura, dans le premier cas, 

a',- wv v>= a 

<) + ?(«. s") 

/■ 

et, dans le second cas, 



(63) 


[ y. _ V r‘= a ?(«»g)o(«'S + 

'' ' 

|e« ^ g) y(«^ O +?(«.{■*) ?(«“,<'') 


Exemple. — Supposons 
On trouvera 


O» = 5, ^ = 7« 

i£ = 3, « =: a, 


= (mod..')), 

h"* + r V ( /t — 1 4 ( A — «"' ) = * 5 4 


V'.î) 


0-18 - H<|Oî-ltA Oui 

»_ 


?(«,«) =RmiUii, 

®(*iî") ^ Rn,i»R*i,uR».3iR«,« — /* 
?{*“)?) =Ri,ij R»,»Ki,ii Rj»,«=/>’ 
?(***! î“) == Rïi, 8 Ri,ii Rf7,nR»,ii ~p' 


l<-U/< 



R|3,M 

Rj8,U 


R»8.I» 



R.8» 

ilîîidt 

R>m. 

Bjj.u 

iR«,n’ 

> Uh.i 

Rn.n 


R»8,II Rî«,1ï 
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A=4, ^=3, A^'=r, X = i. 


On aura, par suite, 

ou 6 .y<- O f + /,» x . . .\ 

\ 13 **117.17 / 

i._ve« ou .» - v3» = -i ( »■>'»»■»■■«■'.» + P’ 

\ i«13,*9 *»a4,»ï **»B.»3 / 

puis on en conclura 

m oer • “ * • II| ,1« H 1 1 .17 Hi,# HlI.sHfl.M 

x* — 35 V* OU O 2 ^ ^ « — 

H*î. 6 n,,„Il8.,8 


ô* ~ 7 e* ou e’ — 73 * HS 


IIl.ltHlI.lT H 4 .» IL.-hHh.IB 
IIîi.« Di.isllg.ij 


(mocl.^). 


On aura d'ailleurs, en vertu des formules (50), 

3 » H- 76* ou «» -1-73* = 4 />, 

47*4-357* ou 57* -+-7 47*= 4 /^. 

D’autre part, p étant de la forme i5j? 4 - i, on ne peut supposer 

57* 4- 747*=: 4 i»* 

puisqu’on en tirerait 

7 x> = 4 , 7 =i(^iy. . 7 *=I (mocl.S). 

tandis que 


7 *= 49 = —! (ino(l, 5 ). 


Donc, on aura simplement 


les valeurs de 


3* 4- 7 e* = 4/^» 47* 4 - 357 * = 4/^ 


47*, 7*, 3 *, e* 


pouvant être déterminées par les formules 

.J., IIi.iallii.nIL.s Hii.sH*.!! 
* 3 o7->= 

^ ^ .... fli.i.Hii.i.n*., n.,.ini.ii 

• 0* s 7€’ = = — = — 


Hit, 6 Hijallg.l, 
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Si Ton eût pris, au contraire. 


w = 7 , V = 5, 

on aurait trouvé 

M = a, a = 3, 
r s ^ s 3 (mod. 7 ), 

-h i’ v( /i — «"• ) = 1 5 A — 1 4 


?(«,«) “ 
?(«. «") “ 


(66) 

(67) 


#(«‘.0 =■ 


. ®ao/i 


“ïoA 

a, e_.e, ■ 

M M — — /> IJ |. IJ > 

Ojï O* O» 0*3 0:iï 0|« _ P P |> ,>1 ^^3*,IS 

5 — 5 — Kit,i Ut,sa 011,11 — P ï3 ïj » 

?(«".«) = B»»,*K,9,,«R,4,j„ 

031,1* 

A = 3, A''=i. A'=:a, X=o, 

\p = .T* 4 - 35/*, 4/î = 3* 4- 7 e*, 

( <*'*= 33/* s ï| n|,t9 

J “ll,»“î,« 

« = -7 6 * = P«*»^«» I 

“ n3.„ 


Il est important d’observer que les équations ((>5) peuvent être pré- 
sentées sous les formes 


.r*= 35/*= p[<p(«, «“) î) 4- 9(a, ç) 9(a«, ç«)] 

_ * / O» H»* Hii O»» 0|» 0|V 0*1 O* Oaa Og 0>« Ou 

- p -\ »„«7 0 *.O.V 

i* _ .1 * /0« OiB O31 O34 0|9 0*1 0*7 On 01* Oi* O31 0» 

^ ^ pA 0**07 OmOii 


•)’ 
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On tirera, au contraire, des formules (67) 

35j^*= -p [9(«, ««)?(«", t) -H 9(a, «)?(««, 5“)] 

_L D» 0»1 O» O» 0 |» \ 

à ^= 7e* = ^[9>(a‘‘. «)»(«", «“) -4- ?(«,«) 9( a, S“X1 

_ 1 /«,i O,. 0,4 0, 0,« O 4 , 0,3 033 «3 0,7 0,7 0., -H ... \ 

\ “/A 03 0,0 0,0 0*0,0 0,0 /• 

Or, la première des formules (G8) coïncide évidemment avec la pre- 
mière des formules (Gq), attendu qu’on a 

/^*0,j 07 0J1 0|iZr/,*”/ï*Oj 010 0*0 0,0 0,3 0 , 3 . 

Quant à la seconde des formules (G8), elle fournit des valeurs de 0, £ 
distinctes de celles que fournit la seconde des équations (G9), et si, 
pour plus de commodité, on désigne ces dernières par 


_ g'* 0,3 07 014 0 „ _ __ ^n* 

(e.e„e,.)' “ (0. 

Ainsi les équations 

(70) 5*-4-7e* = 4y», = 

seront vérifiées simultanément de manière qu’on ait 
(7O ^ = {màii.p). 

Exemple. — Supposons /» = 71. On aura 


71 =64 4-7 — 8*4- 7. i»= (84-7'*'/“ 0(8 — 7* v^O, 
7 .>=( 8 .+ ,iv/:r 7 )*( 8 _ 7 iv^)’‘ 

= (37 4 - i6.7‘V^)(57 — i 6.7*V^) = 57*4- 7. 16*, 
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et l’équation (71 > donnera 

(^) (motl.71). 

Eftectivement 

r>7 = 8.i6 (motl.71) 

et, de plus, 

„ j 5 sj(i 5 ® — 1). . .(ioBi- 4 - I ) 3 o. 20. u8. 37. a6.2i). 24.23. 33.31 - 

•^1,10= _ sss '■ .-1 ' " = 10. 

1.2. ..:m 1 .2. 3.4.5. f>. 7 .8.9. 10 

Supposons enfin que w et v soient tous deux do la forme 
Alors, en posant 

A == 6<5, B rr 6e, . C = y3, D = ye, 
on tirera des formules (10), (i 3 ) 


[ 4o(a, {) 

= 1 fî -H £(a — 

. — ««“->)] [Ô 4 - y (ç - + . . 


) 4 <)}(«,«") 

[(5 4 - 6 (« — 

• — ~y(« -«"'f-.. 


1 4?(a". «) 

— [3 — «(a “ a'* -H.. 

“)][6 + y(«-ç« + .. 


1 49(a'’t î") 

= [0 — s(a - - a'*-H ., 

, . _ a«- > )] [6 - y ( ç -’ç'» - 4 - . . 



De plus, comme, dans la formule (2.5), S*-+-tüe’ ne peut être impair 
sans que ê, y deviennent pairs riiii et l’autre, et qu’alors on peut faire 
passer dans o“.et le facteur .'\ commun à et y*, on pourra toujours 
partager la formule (2;î) en deux autres de la forme 

(73) 4 WE*, 4^* == S’-t- vy*. 

On pourra d’ailleurs supposer 5 , e non divisibles par p\ et, si l’on 
nomme f?' la plus haute puissance de p qui divise 6 et y, alors, en 
faisant 

6 — y = p^yt 

on trouvera 

( 7 1 ) 4 />*'’~*^ = ■+■ vy*. 

D’autre part, il est clair qm ^ //" sera la plus haute puissance de p qui 
divise les deux produits 


?(«.«)?(«»«“), ?(«*,«) <p(a“, «'*)» 
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et la plus haute puissance de p,, qui divise simultanément les 
expressions 

?(«.«). <?(«.«“). ®(a“, ç), <?(«“,«'*)» 

et l’on tirera des équations (72) 


(75) 


pk-hi), ’ 

ô* _ we* = 2 y(«»c> ?(«><“) 

p"’ 


Exemple. — Prenons 
On trouvera 


w = 3, '■' •= 7* 

« = 3 , M “ 3, 

v=^=t (mod.w), 

//'"-I- (’v(/i — //'") = «"‘- 1 - 7(4 — «"') =74 — 

a* ç ) -rr ^74 -U Q7/H-1» ^ 

’ ^*1/1 

^7A+6 H7A-)-h 074„|g ^ 

Hii/i 


?(«.«) = 


<?(«»«“) 


?(«*,«) = 


Oi Qte H* 


e,. 


Q.0,0.. 


= /^Ki.» =pl^uu 


■ /‘Rl^.U /^Ri»,I 9 /^Rlo,! 


— =A»R8,,, =/?R*.n 


?(«*,«“)= — pRîo.s ==pR5,i7 — /^Rw.n 


Ainsi l’on aura 


P* 


?(«»«) =17^’ ?(«,«") =/?R„,,„ 

*’JO,n 


?(«*.«) = 


P' 


?(ot’, ç«)=/ïR„ 


4r=:3, A" =3, A'=:o, X = I 

OEwres de C. — S. I, t. ill. 
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et, par suite, 

(76) 4 = d*-f- 3 Ê*, = -2?* - 4 - 7J'*, 

/ = — ’jy* s Ris,itHio.t7 ^ Hi.iRi.i» 

^ 77 ) J ' /;}* ^^<a.n . Rm.i7 5*1 

“(O — )= î> ^ R = fî il 

\ 2 '««o.n ll,,v llj,g 

Supposons, pour fixer les idées, p = 43. On aura 


5 bj. . .( 4 ® -H i) 10.9 


„ 10®. ..(8®-hi) ao. 19. 18. 17 

î?=_.=a« 


et, par suite. 


a*-_ 3 e*s- 2 , ô*h- 3 é *=4 


5 *=i, «*=i, ya ;*=:36, -y» = i. 

4 a*' 


EfTectivement 


43 = 36 -H 7 r=: 6* 7 . I *. 


Il est bon d’observer qu’on aura encore, en vertu des principes 
établis dans le paragraphe 1, 

( 7 «) 


(79) 

Ëfléctivement, si l’on prend p — 43, on trouvera 


18.17. t6. 1.5. i 4 . i 3 


6. i 3 . \\: 17 = — 12, 


HJ,* = i44 = = — «8 s 
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On aura d’ailleurs, en vertu de la première des formules (y 5 ). 


67 


«.,4 P* , DsH,nO|7 ®ioDt*Hi»\ 

* -7.’ - Tl,-»;; ê^— + —S7, s::— J’ 

^’-7}’'= ^ X -h »,e,é„x»,e,e„ J ’ 

tandis que les principes ci-dessus rappelés donneront 

-■-7/=j.(eîe;e; + g^). 

En général, on vérifie l’équivalence 

(mod.w), 

lorsque «o est premier, en prenant 

Donc la formule (i) peut être réduite à 


(8o) i(«'*,5) 




et la formule (2) à 


Par suite, les divers facteurs que renfermera le riuinérateur de la frac- 
tion équivalente îi ^(a, ;) seront de la forme 

De même, les numérateurs des fractions équivalentes à ^(a, 
(p(a", ç), 9(a‘*, ç") auront pour facteurs des expressions de la forme 

0«» " " f V" «*"+')* 

0„.« .fN“ 

0„»>' n_ v«« 1 , 
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Ola pose, il sera facile de déterminer les nombres ci-dessus désignés 
par 

k, k\ k\ X 

si l’on parvient à trouver combien il y a de nombres entiers de chacune 
des formes 

^^î/it — I -j - — 1 ^ ^Swr-*-t ^ 

entre les limites o, -• 
a 

§ IV. — Suite du même sujet. 

Supposons, comme dans le paragraphe II, 

n rrr (i)v (v étant un nombre premier), 

P — I = /iiü = V'j;, = wBJ, 

et soient 

?» «, ç 

des racines primitives des équations 

.r" — I, 

Soient encore 0, t des racines primitives de 

xi’—i, xP-' = i 

et /, s, U des racines primitives des équivalences 

.r/*.-'”! (mo(l./7), (mod./?), = i (inod.v). 

Soit enfin 


(niod.oü). 
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On aura 

ç) s”’) S"*) =. . 

.f («/*. ««.) = («'•, «“* ) = («\ S“‘) . .=r J (a", s-*’- ) 

D|»*+KV(A-- iiM • • •ô«’'“'-*-w(A- «’'-*} 

Si (I) est un nombre premier, ou pourra prendre 

Soit d’ailleurs a une racine de réquivaleiicc 
jjw--«3=i (inod.w) 

et faisons 

9(«, «) = #(«, {).f ..'f (««“ ■, t), 

— ?(«»«) î“)* 

On aura 

'/(«»«). =<?(«»«) ?(«'*. = «")» 

s) = ?(«%«) ?(«»«'*) = x( «»«“)• 

Observons maintenant : i° que « et m véritient les formules 

W - 1 V -» 

a * =— I (mod.u), « * i=5— i (mod.v) 

et que seront pairs ou impairs, suivant que w, v seront de 

la forme 4a? -f- i ou 4^? H- 3; 2 ° que, dans une expression de la forme 

on peut remplacer par un nombre équivalent à m"*, suivant le 
module v, et a'"' par un nombre équivalent à «"*' suivant le module w. 
On en conclura sans peine : i® que chacune des expressions 

,f(««,ç) 

<?(«,«), ?(«*»«'*) 
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se réduit à une puissance de p lorsque v et co sont tous deux de la 
forme 4«^ + i; 1 <>s expressions 

?(«,«) ?(«'’. s") 

©(««.s) <?(«,«“) =x(a^€) — 

se réduisent h des puissances de p lorsque v et w sont tous deux de la 
forme 4 -^ -+- 3 . Mais si des deux nombres 10, v run est de la forme 
4.37 -4- I , l’autre de la forme 4*^7 -h 3 , ce sera seulement le produit 

qui se réduira à une puissance entière de p. Alors, si l’on fait, pour 
abréger. 



Ç — 

-« 4- «'** — . 


= A, 


on aura 

a — 

«'*4- «"* — . 

. . 4- a®" 

*= A', 


« +€«’ -4-. 


. _ A -1 

/•« _U 4 - 


A4-t 

. . 4- Ç” 

a * 

Ç -4 S 4- . . 

. -4 S — — 

2 

5{ «<»* . 

. . 4- «'*“■ 

A^-i 

2 ’ 

««4- a'**4-, . 

.4- — 

A' 1 

2 


et y (a, ;) sera une fonction entière et linéaire des polynômes 

« "h i"’ -H ... -H S" 4- ç'‘* -h . . . 4- ç'*'"’, 

a 4- a"’ 4 - ... 4- a'*"' a** 4 - «'*’ 4- . . . 4- a""' ’ 

qui restera invariable, tandis que l’on remplacera simullanément ç 
par ç" et a par a"* (*). Donc 27 (a, ç) sera une fonction entière et 

( > ) Il faudra que l'on ail 

yS^,s)=f-^g[ (a 4 - *«*^^...4- i-î* 

-H(a«4-a'‘’ . . 4 - 4 ç"’ ^)1 

4 h\ (a 4 - *«’ - 4 ... 4 c" 4 * r«’ 4 - . . . 4 ç"” ' ) 

4 - (a'*4- a“’4-. . .-4 *«“ •)( ; 4 - .4- r“* ’)| 

= /4- Ï(AA’ i I) ~4 ^(1 -- AA'), 

/, g, h élanl entiers. 

■^■X(*’ ^'S “■* è (g — li)^^' 

ou 

(a, ç) = A4- B AA', 


A, B étant de môme espèce. 
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linéaire de A et A', qui ne changera pas quand on remplacera simulta- 
nément A par — A, A' par — A'. On aura donc 

(i) ^ Ï^AA'; 

A, B désignent deux quantités entières. On trouvera, au contraire, 

(a) ç) = A — BAA' 

et, par suite, 

4X(«««)X(«“»«) = A*— B»A*A'‘=A* + vwR* 
ou, ce qui revient au même, 

(3) 4a»’* = A*h-v6>B* (‘), 

A, B étant deux nombres de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs 
ou tous deux impairs. 


Exemple. — Soient 
On trouvera 


w = 3, v=:5. 

A=: a, 

4/>*=A*-hi5B». 


Cette dernière équation ne peut subsister, quand A et B sont impairs, 
puisque alors A’-h loB* est divisible par 8. Donc 

A = aX, B = 9Y, 

(4) />»=X»-+-i5Y*. 


D’ailleurs /»“, divisé par 8, donne i pour reste. Donc X doit être impair 
et y impair. Donc 

Y*:=:4^*/*' 

(5) /?* — X*=6o.r*y*. 

Enfin P — X, p-hX devant être pairs et (levant être 


(‘) /(*“» produits de plusieurs facteurs do la forme R/,,*' dont 

le nombre est nécessairement pair ou do la forme aA-, 
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premiers entre eux, puisque leur somme p est un nombre premier, 
réquation (/>) ou 

p—Xp+\ K « 4 
= i5d?*y* 

or» •' 


se décomposera en deux autres de la forme 

p^\ p-\ 

=rl5y* 

a a •' 


£±2^-3^*, E — 

O ^ O •/ 


Mais, dans le dernier cas, on trouverait 

/; i;r; 3 X* -4- 5/*, 3 j 7*5~I (mo(1.5), 

= a (mod.5). 


ce qui est impossible. Donc, le premier cas est seul admissible et Ton 
aura 

(6) /J 1= vT* -+- 1 5y*, \zL'.x' — 15/*. 

En général, l’équalion (3) peut s’écrire comme il suit : 

(7) (ayw* — A)(2/»*+ A) 3= vwB*. 

Soit la plus haute puissance de p qui divise simultanément A et B; 
on pourra faire 

(8) A=/ï^X, B aA-— aX — ajjL 

et réqualion ( 7 ) deviendra 

«)._ X*-t- VWY* 

ou 

(9) (ayoS4-X)(a/»l*-X) = wvY*. 

Alors X et V seront premiers à p et, comme tout diviseur commun des 
facteurs 


(10) 


a/>S4-X, a^S— X 
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divisera nécessairement leur somme ces facteurs ne pourront 
avoir d’autre commun diviseur que 2 ou 4 * f'ela posé, si les fac- 
teurs (10) sont premiers entre eux, on vérifiera la formule (y) en 
prenant 

(>0 a/>H' -h X = vx*, apS— X = r,)j* 

et, par suite, 

(12) v.r* ■+■ (liy*, 

ou bien en prenant 

( 1 3 ) ayu!* X — .r*, a/>S — X = vwy* 

et, par suite, 

(14) . 

Si les facteurs (10) sont pairs Tun et rautre, X sera pair ainsi que Y 
et, en posant 

X = aX', Y = 2 Y', 
on tirera do la formule (9) 

(15) (/?(^-hX')(/>l*-X')=:wvY'» 


ou 


y9*t*=X'*-|-V«Y'». 


Dans cette dernière formule, le premier membre, divisé par donne i 
pour reste. II doit en être de même du second membre, ce qui exijçe 
que X' soit impair et Y' pair, piiis<juc vw, divisé par 4, donne ’J pour 
reste. Donc, on ne peut vérifier l’équation (i 4 ) qu’en supposant 


et, par suite. 


/>|A -t- X' — vxî, />!* — X' -- r.>/* 


2 /»l* " V.IT* -t- «y-. 


ce qui est inadmissible, puisque 2/^, divisé par 4 . donne 2 pour reste, 
tandis que v.r*-l- toy- in* peut être pair sans être divisible par 4 ? ou 
* r. — s. I, I. III. 10 
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bien en supposant 

^1*-+- X'= 07*, pV - — X'=0)VJ'*, 
a ■— .r* 4 - tovy*, 


00 qui ost oricoro inadmissible pour la môme raison, atto'ndu que 
.r“- 4 - wvy*, en devenant pair, sera toujours divisible par 4; uu en 
adoptant rime de«s hypothèses suivantes : 



X'= 2 vx*, 

p^-\' 

= 2 My*, 

(16) 

pV-~ v.r*-H w V*; 



X'= a.c*. 


•: Itti'jy-, 

(>7) 

pV-— .r* 4 - wv^v*. 



Doue, en définitive, on pourra toujours satisfaire par des valeurs 
entières de æ,y à rune des équations (12), (i/j), (ilj)f (i7)* 


Comme p est de la forme vto.r- 
peuvent subsister qu’autant que l’oi 

VJ?* = I ou 4 
ou 4 

et, par suite, 

V * ns I (mod.w) 

ou, ce qui revient au même. 



On a <railleurs, dans tous les cas. 





+-1, les équations (12), (iti) ne 
I a 

(mod.w), 

(moil.v) 

0) * =si (moil.v) 

j’ojJ 

[?]• 


on ne peut admettre que la formule (i4) ou (17). Si. de plus, i ■+■ vw 
est divisible par 8, on ne peut admettre que la formule (17). 
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Observons encore que l’on tire des équations (i), ( 2 ) et (8) 

A x(a,s)-+-x(a“, s). 

Donc 

X = X(^»S) „ 9(a> i) ?(a'S g) 9(a, g") y(«”, $") 

/é “■ 

D’ailleurs, on tire des Ibrmules (ii) 


aX = VÆ* — t,)y* 

et des formules (i 3) 

a X ~ .r* — vw y*. 

Donc 


A l’aide de cette dernière équation et «le la foririule 

4 />!^ = V r* -r- WJ'* cm .c* -h vw/*, 

on pourra déterminer a? ety. On aura, en olfet, 


I V .r* = - WJ'* = 9(3«, g )?(a^ S) + ?(«,$**)?(«'% s") 

(i8) - ou (mod. />!*). 

I _ ?(a,g)?(«'Ss)-t-y(« , g ")9(a^Ss») 

l I?' 


Ces dernières formules ofVriront le moyeu de déterminer j? et y 
lorsqu’on aura a = i. Alors, en effet, il snllira d(« remplacer dans ces 
formules a et ç par les racines primitives «les équivalences 

Æ’'”=t (mod./O» (iiiod./>). 

En vertu de cette substitution, l’expression 






(ai) 
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dans laquelle on suppose 

k + h^-l—o (niod. «), 

deviendra 


= ( 1+ O'" + ( * -t- 0^® + • • • + ^ 

«(/^ — On«-/,,« -t (mod.^), 


la valeur de 11 / 1 ,^ étant 


11*,*= 


i.a.S.' {h + k)m 

(i.a A®)(i.a kvs) 


Soit maintenant 


■( >9) Il A,* = aj + a, P + a,p* + . . . H- aB_, p" • 

On aura identiipiemcnt 


ou 


.io + a,p + a,p‘ + ... + a,-,p'» 


. P . 


ao + a,r® + a,T’® 4- . . . + a«..| 

_ ,4. mha^niH\+t) 4. _ , ^4. -i)hta ^ 


Si, dans cette dernière formule, on remplace t par t, on aura 


( 20 ) 


ao+a,P-t-a,^’® + . . .4-a«_,T<"-''® 
s (i 4 - 1)'®+ 4- /)^®4-. . . 4 - 4 - IP-’)"’ 


(mod./î). 


Soit maintenant T une racine primitive de réquivalence 
xr*'=i (mod.jpl^). 

Je dis qu’on aura 
a, + a, 4 - a,ï*®/''‘ ■ 4-. . .4- 

3 ( 14 . i)/®?!*-' 4. 'f/(np;*-'(i 4. T)'WA'i*-’ 4 -... 4 .T(/»-i)AOA»i*-'(, 4 ,X/»-i)/o;»i‘-' 

En efïet, t étant une racine primitive de l’équivalence 


æc-‘=i (mod./i), 
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on pourra supposer 


(mod./)) 


et Ton en conclura 




Ti'i*-’ =(<-+■ pyY'^-' = ■' -f- /# Y 

TP'f-' ~ IP'^' *(mod./>i*) (‘). 


De même, si l’on j 


on en conclur 




et, par suite. 


(I -H T0'= (I -h tJ=Ty (mod./?) 

(i-^vy=zTJ-hps, 

(i-h vyp'^'= (TJ pz)p<^':=TJp'^-'-hp^Z 
( I -H vyp'^-' = TJP’^-' ( mod. /)!*)(»). 


(') En effet, une équivalence de la forme 




pouvant s’écrire comme il suit, 


entraîne la formule 


xPstyP-h . . 


Donc l’équivalence 
ont rainera les suivantes : 


xPssjP ( inod. ). 

ïsr (mod./j) 


TP^tP (mod./9*), Tp^^tP* (inod./>*), ... et =3 (mod. />!*). 

(*) De ce que l’équivalence 


entraîne les suivantes, 


(t-i-t‘ysitJ (mod.p) 


(i-h (mod./?l*) et (n- T' 3 (mod. /?!*), 

résulte immédiatement que l’équivalence 


///icr(i ^ fA:o (mod.^) 
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Au rcsle, l’cquation (20) entraîne encore la suivante : 
a, + a, P/""-' + . . . H- a„-, 

£2(1 + 1)/“’/''*"'+ + /)/»/'!*“* + . ... + ^'/'-*)*«»pi‘“'(i + ip-iytspf'-t 

Il est bon d’observer que, pour obtenir le premier membre de la 
formule (21), il suffît de remplacer, dans R*,*, 

P par T®/'* 

qui est, ainsi que ï”, une racine primitive de l’équivalence 

D’autre part, comme on aura 

ï/<-i = i (mo(t./>l*) 

et, par suite, 

'f,# . . . - x/>= T (mod. /#), 


la formule (21) pourra être réduite à 


(i»3) 


( ' a, + a , Tra/'i*- ' + ... + !»„, T'* “ ' 

i (, + ^ + 1 ')'“/^ ' + . . .+ T//’-‘'A“’(| +'J>">)' 0 /'i‘-’ 




Il est facile de trouver un nombnî équivalent suivant le module // au 
second membre de la formule (« i). Kn elfet, on a 


(, + T<)/“’/''‘-=:|. 


ImpV'- 


V-^ 


lvjpV--^{ln!pV--^- 


-^T*' + . 


et, par suite, 

V(, ^ T-y-P-"":/! - 1 + 

, 4 . 'r/yo;»!*-' _ 2 T// 1 W 4 . V'f/cAn+i) 4 . 




cnlraine les suivantes ; 

/i7ira/<i‘-'((4.(/yra/i? • • (inod. /;!"), 

T'Aci/c* •( , 4. X# yapf-^^prtp? > ( 1,10(1. 

Or, en vertu do ces dernières rormales, ré((uivaleuco (m) ciitruino à son leur les éijiii- 
valenccs (m.) et ('ii). 
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le signe ^ s’étendant h. toutes les valeurs de i, renfermées entre les 
limites o, /? — 2. D’ailleurs, on aura 

2T*=o (mod. /»!*) 

lorsque ^ ne sera pas divisible par^ — 1 et 

— I = noj (mod./jl*) 

dans le cas contraire. Donc 


( 24 ) i/j - . . . ), 


la valeur de Ilyi,* étant 


(a5) 




t . 2 . 3 ( /l -h X ) BT 

(i .2 Aüj)(i .2 Ans) 


Cela posé, on aura 


n - i.a .3 (//;l* »nT) 

n-ft,fp^ -t-h n — A)roJ[l.2 (/y-#-» -t- /j _ /|)rCT I 


(//#-« CT) ( //Pi^--«CT— !)...[(//# « + ^ — CT - 4 - l 1 
1 . 2.3 (n — /j)ct 

n — h 


(mod. /)!*), 


n 


in-h,lpV‘ — 


(//■><^~'CT)(// 3 t*~'CT — /t — 2 w)CT -t- 1 ] 
1 . 2,3 ( 2 /t — ll)TÏS 


(//?t"-»CT)(//vl^--'CT — yj) 
( 2 n — h)isp 

( lpV---ns){lpV--*m — i) 
i.( 2 /i — h)n$ ^ 


(mod. /)!*), 


^ {lpv-~^ns){lp^ 'ct — !)..,[(//# ' + A — 3 /i)ro -f-i] 

1 . 2.3 ( 3 /i — /t)ro 

( CT )( ' CT — /?)(//>(* "' CT— a/j) 

p.•lp.{'^n — A)ro 

(//?H-~*ct) (//;!* * CT — s){lpV- -CT — 2 ) 

~ I . 2 .( 3 /i — /l)CT 


(niod./^i*), 
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Généralement, on aura 


llin~hJp\^-^+h-i„^ {—ly rr ' 1) 

1 . 2.3 {i — i)(in—li)rst ’ 

^ ip — h 1.3.3 (< — >) 

Lorsque fi. surpasse 2, la formule (26) donne 


(rnod./it^). 


= ““ P^ 


in — h 


liOrsque (i. = 2, elle donne 
(— tYp- 


_l (fgy — i)(/tîï — 2 )...(/ct — I -n) 

i — h 1 . 2.3 l* — i) 


Pour montrer une application des formules qui précèdent, suppo- 
sons « = 3 . On trouvera, en prenant h = itk = j,l=i, 


Di,i = a«+a,p +a,p*= 

[ x : 

+ P 

[^] 

+P* 

[^1 

DM = a„+a,p*+a,p*= 

fi + ri 

1 * 1 

[1 + /] 

1 * lI 


1, p\ 

1 1 

L— : 

1 

L /- ] 


{ 28 ) 


= R..t-hR,, 


=s(H-l)'» -f- 4 - f* 0 (n. f*)!!! 4 -,,. 

+ (I 4-1)*'’+ f*o(, jsrT + . . . 


D’autre part, en ayant égard aux formules (21), (*.>4), et prenaiU 
[x = 2, on trouvera encore 




( .1 4- 4. 

{p — 0(IIi,|)_ï + ll5.p-| + njjp_( + . . . + II|,j/>-i + IG,!p-i + ...). 


Enfin, la formule (26) donnera 


II 


*/-i.p+i -J/ 


/ _ 1 V JL^ (CT — i)(bt — 2 )...(bt - I- 4 -I) 

— I 1 ,3.3. . .(1 — ■ I) 

2/1 (3CT— i)( 3 CT — 2 ). ..( 3 CT — /+ 1 ) 

3(--2 I .2.3. . .(l— I) 




(mot)./;*). 
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Donc, on tirera de la formule (29) 


(3o) 


1 


/»ro— I /> (hi — i)(nT — a) 

5 “1 8 Tl 

a/>3B — I a/) (aor — i>(aw — a) 

T 


Il est important d’observer qu’en prenant 

, . . O 4- /* — I 

À — « — I et I = B -+- 1 , 

n 

on obtiendra une valeur de 

déterminée, non plus par la formule (2()), mais par la suivante : 

„ (//)t*-’B)(//je-*B — 1). . .(/) 0 I*'-'b — /?B 4-1) 

» 


de laquelle on tirera, en supposant n — 3, p, = 2, / = 2, 

(30 -- 


Comme on a d’ailleurs 

{\-\-px){2-^ px).. .{p — l-\-p^c) 

= '-’-3 (/>-0(i+/>-o(i + ^)(' + x)"'("^^) 

SI. a. 3 {p — \) 


(mot!./.;*) ('), 


(‘) EneiTel, les divers termes de là progression arilhméliqne 

«. ^ 3 P-^ 

seront é({uivalenls, suivant le module p, si l’on fait abstraclion do l’ordro dans lequel on 
les range, aux divers termes de la progression géométrique 

I, t, t* tP-*\ 

d’oii il résulte que les divers termes do la suite 

I I _ I 

*' a* 3’ ’ P — I 

Œuvres de C. — S. l, t. III. * • 
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on en conclut 


(i 4- (a pa). . .{p — i-+-pje) 
i.a.3 (/» — 1) 


il (mod./)*), 


et la formule (3i) peut être réduite à 

^ Jipmi^pm — p). . 4pra + p) 

p,'ip...pW 

(mod./>*). 

2BT(2RT“|).. .(o M) 

I.J .3 tît 

D'ailleurs, dans la formule (at)), les quantités désignées à l’aide de 
la lettre II étant égales deux h deux, à l’exception de 


np,p=ll,., (njod./>*), 


on trouvera 


.r = (^ — * 1 ) j^Up,y,4- 4- lI*,p-8 4- . » . -P H y— 8 ^ />+3^ 
-+- 4- n8.,p_8 4-. . .4- llp-j.p+j) |, 


seront équivalents, abstraction faite de l’ordre suivant lequel ils sont rangés, aux divers 
termes do la progression géométrique 


ou, ce qui revient au môme, aux divers termes de la suivante ; 

tp-i, tP~*, tP-*, ..., f. 

D'ailleurs, la somme de ces derniers termes, savoir 

. . . tP — t 

t 4- r* -4- -4- r/»-* = 

t — I 

sera, ainsi que la différence ip — t, équivalente à zéro, suivant le module p. On aura 
donc aussi 


3 0 (mud.p); 


puis on en conclura 


/>('+; + 5 (mod.p*) 


ip — i) 
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ou, ce qui revient au même, 


/oas .,381(3® + l)...(T!J + l) 

(33) 




, , I I OT — I I (ro — i) (« 

=P(/-1) 5- 5 — + 8 TT 


— i) (ta — 3) 


-(/> — 3) i.a. 


i”-„ ■(^)i 

' 


3 (a® — i). ..(®+ O l 

P — i I .a.ii (w — i) J 


, ,r aan — 1 a (a® — i) (a® — a) 

»/’(/'-•)[» -4 — + - 

Ainsi, par exemple, on trouvera, en prenant)» = 7, ® = 2, 

(mod. 495 ; 


X =; 6 [11, ,7+ a(nj,| + ll|,,j + n^jo)] 
3 


-6.6 + 14 




36+ i4 = I 


en prenant /; = 1 3, ® = 4, 

X s I 3[n|j,|j+ atllj,!! + il3,|+ llj,jj + IIi,ij+ Ilijs + UlO,t«)] 

s.a[^ 70 -a 6 (i-| + a-?+6~7)j 
= I3r70 + a6^a + ^ j j s 13.70:3 (r3 -- 1) (i3 + 1)0 23— 5 


(morJ. i3*). 
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NOTE 1. 


PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DEg FONCTIONS 9 a, 6a, 

n étant un nonibro eiUior quelconque et //, v deux quantités entières 
positives ou négatives, nous disons que u t'Uéquiva/eni ii e, suivant le 
module /i, lorsque la ditrérence u — v ou e — u est divisible par et 
nous indiquons evtte équivalence^ nommée congruence par M. Gauss, îi 
l’aide de la notation 

u ^ i' ( niod. n ) 

employée par ce géomètre. De plus, p étant un nombre premier, nous 
disons, avei; Kuler d’une part et de l’autre avec M. Poinsot, que r est 
racine primitive de l’éijuivalence 

(moil./>) 

et P racine primitive de l’équation 

I 


lorsque r" est la plus petite puissance de r qui soit équivalente à 
l’unité suivant b* module p, et p" la plus petite puissance de p qui se 
réduise ii l’unité. Dans cette hypothèse, les diverses racines de l’équa- 
tion 

x" = I 

sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances, dont les 
exposants restent équivalents suivant le module /i, sont égales entre 
elles, il est clair que ces diverses racines peuvent être réduites à 

I, p, p*, ..., p'‘->. 

De plus, m étant une quantité entière, on peut alfirmer que la somme 

P”’" - » 

P'"-' 
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se réduira au nombre n ou à zéro, suivant que m sera divisible ou non 
divisible par n. Enfin, si n est un nombre pair, on aura 

Pareillement, si l’équivalence 

x" 1 ( mo<l . P ) 

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur de /> — i, 
ces diverses racines seront les diverses puissances' de r, et comme 
deux puissances, dont les exposants seraient équivalents entre eux 
suivant le module n, resteraient équivalentes entre elles suivant le 
module il est clair que ces diverses racines pourront être réduites à 

I, /•, /•*, ...» r«-*. 

De plus, m étant une quantité entière, on peut a(Iirm(M’ que la somme 

/•«/« — I 

I /•"' -h . . -h — — 

/•»« — 1 

sera équivalente, suivant le module p, au nombre n ou à zéro, selon 
que m sera divisible ou non divisible par/*. Enfin, si n est un nombre 
pair, on aura 

r*:™ — I (mod./?). 

Ces principes étant admis, les propositions rappelées dans les pre- 
mières pages de ce Mémoire et relatives aux propriétés Ibndamentales 
des fonctions 

• • • 

pourront être facilement établies de la manière suivante. 

Nommons : 

P un nombre premier impair; 

0 une racine primitive de Téquation 
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T une racine primitive de l’équation 

yp-i — i 

et t une racine primitive de l’équivalence 

x/*-‘==i (inoil.p). 

Comme les diverses racines de cette équivalence peuvent être repré- 
sentées par les divers termes de la progression arithmétique 

I, a, 3, yo— I 


ou, si l’on ne tient pas compte de l’ordre dans lequel elles sont rangées, 
par les divers termes de la progression géométrique 


l’équation 


1, t, <*. tp~*f 

I + O-t-0*-+...+ 0#’-'=rO 


pourra s’écrire comme il suit : 

(i) 1 4-0‘-+-0‘*-e...4-e"’'‘ = o. 


On aura, d’autre part. 


/»-< 

T * == — 1 


et 

ou bien 


I -+- T'" -h T*"' + . . . H- = /> — I 


I ■+■ T"' -1- T*"' = O, 


suivant que m sera divisible ou non divisible par p — i. Soient d’ail- 
leurs A, k des quantités entières et posons 

0 ,. = 0 + t" Q* -h T*" H- . . . Tf/»-* J " ; 


il est clair que Oyj, 0* seront égaux lorsque A et A seront équivalents 
entre eux suivant le module p - i. De plus, l’équation (i) pourra être 
présentée sous la forme 

0„=~i. 
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Enfin i’on aura évidemment, quels que soient A et A, 

(a) = 

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i et de y* comprises dans la 
suite 

O, 1 , a, 3, /> — 2 . 

Les valeurs de i et de y qui, dans l’équation (2), rendront, sous le 
signe S, l’exposant 0 équivalent à zéro, suivant le module p, sont celles 
qui vérifieront la formule 

de laquelle on tire 

— * (inotl./)) 

.et, par suite, 

a 

ou, ce qui revient au même. 



le signe supérieur ou inférieur devant être adopté, suivant que i est 
inférieur ou supérieur à Donc, <lans l’équation (2), l’exposant 

de 6 , sous le signe S, deviendra équivalent à zéro, suivant le module/?, 
pour P — I systèmes de valeurs correspondantes de i et de y, la valeur 
de i pouvant être un quelconque des termes de la suite 

O, I, a, 3, — a; 

et, dans la somme que représente le second membre de l’équation (2), 
la partie correspondante à ces valeurs de i et de y sera 

g(ç/A 

ou, ce qui revient au même, 

(— = (_ ,)*(, + . .H- 
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Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, cette partie se réduira 
simplement à 

(— »)*(/» — O = (— •)''(;> — «) 

ou bien à zéro, suivant que h-\-k sera divisible ou non divisible 
par /> — I . 

Considérons à présent les systèmes de valeurs de i et de j qui, dans 
l’équation (2), rendent, sous le signe S, l’exposant de 0 équivalent à 
l’unité suivant le module p. Ces systèmes seront ceux pour lesquels 
l’équivalence 

se trouvera vérifiée. Or, cette équivalence, présentée sous la forme 

fournira une seule valeur de y, comprise dans la suite 
O, I, 2, 3, . . ., P — a, 

pour toute valeur de i qui, étant comprise dans la même suite, ne 
rendra pas nulle la différence 

I — 

et, comme la seule valeur 1 = 0 fera évanouir cette différence, il eu 
résulte que l’équivalence dont il s’agit se vérifiera pour/> — 2 systèmes 
de valeurs correspondantes de i et de y, chacune des valeurs de y étant 
un terme de la suite 

I, 2, 3, ..., P — 2. 

Cela posé, concevons d’abonl que la somme h k ne soit pas divi- 
sible par /? — I et désignons alors par R/j,^ la somme des termes qui, 
dans le second membre de l’équation (2), .seront proportionnels à la 
première puissance de 0 . I^i valeur do 11 ^.*, qui sera déterminée par la 
formule 


( 3 ) 
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jointe à la condition 

(^) (motl./;), 

se composera seulement de - 2 termes de la forme 

et, comme chacun de ces termes sera nécessairement égal à l’uii des 
termes de la progression géométrique 

t, T, T*, T/»-*, 

il est clair qu’on aura 

(5) = « 0 -^ «iT a*T*-+-. . . -h ap-jT#*-*, 

a„, a,, ay,_a <lésignant des nombres entiers dont plusieurs pourront 
s’évanouir et dont la somme vérifiera la condition 

(®) <*o -f- îlj-H , . . -h a,,_ j = jP — 2, 

Soit maintenant m l’un quelconque des nombres entiers compris dans 
la suite 

I, 2, 3 , .... — 2. 

La somme des termes proportionnels à 

0 *”, 

dans le second membre de la formule (2), sera évidemment 

pourvu qu(! l’on étende le signe S à toutes les valeurs de 1 et de y qui, 
n’étant pas situées hors des limitées o, p — 2, vérifient l’équivalence 

-4- /"» ( iiiod./> ). 

Or, cotte équivalence pouvant être présentée sous la forme 

p-m p 

si l’on étend le signe S à toutes les valeurs de i — m et de y -- m qui 

OF.uvret de C. — S. I, t. III. 1 2 
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la vérifient, on trouvera, en faisant usage de la notation ei-dessiis 

adof>tée, 

OU, ce qui revient au même, 

R A, A ~ T“ > S ( ) , 

et, par suite. 

Donc, dans le second membre de l'équation (2), la somme des termes 
proportionnels à 

sera généralement 


Donc, la somme des termes qui renfermeront des puissances positives 
de 0 sera 

Ra.*S(t'«‘'*>*' 9‘"), 


le signe S s’étendant à toutes les valeurs de m non situées hors des 
limites O, p — 2 . D’ailleurs, on aura évidemment, sous celle con- 
dition, 


et, par suite. 




Ainsi, dans riiypothése admise, c’est-à-dire lorsque h-^k n’est pas 
divisible par p — i, la somme des termes qui, dans le second membre 
de l’équation (2), renferment des puissances positives de 0 se réduit 
simplement à 

Ra.aDa+a» 

et comme alors, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la somme des autres 
termes se réduit à zéro, il en résulte qu’on a 

(7 ) ®A®A=Ra,A®A4-A» 

la valeur d(; R^.a étant déterminée par la formule (3) jointe à la for- 
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mule (4), ou, ce qui revient au même 
( 8 ) 

pourvu que l’on étende le signe S à toutes les valeurs de i et de j qui, 
étant comprises dans la suite 

O, I, a, 3 , ...» P — 3, 

vérifient la condition (4). 

Passons au cas où la somme h-^k est divisible par p — \ - Alors, 
d’après ce qui a été dit ci-dessus, on devra remplacer l’équation (8) 
par la suivante : 

0 *.= + (- !)"(/> - »), 
que l’on pourra réduire à 

e„ 0_A=- 

attendu que l’équivalence 

A-f-Xrsîo ou A's— /i (mod./> — i) 

entraînera les Ibrmules 

T*— T 0;i.r=0 /„ 0,,_^4.= 0p— — I. 

Donc, si l’on suppose la formule (7) éteruluc au cas où la somme h-^rk 
est divisible par — i, c’est-à-dire si, en choisissant de manière 
à vérifier dans tous les cas cette formule, on pose 

(9) 0 A 0 _A=IU._A 0 o, 

on aura 

Ha, -a=S(t<'W./.)-(_, )'*(/>-!). 

Dans le second membre de cette dernière formule, le signe S doit 
toujours être étendu aux valeurs de i et de y qui, étant comprises dans 
la suite 

O, I, 3 , 3 , . . . , P ~ 'A 
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vérifient la condition (4) ou, ce qui revient au même, à toutes les 
valeurs de i — y qui, étant comprises dans la même suite, vérifient la 
formule 

(inod./? — i) 

et, par conséquent, à toutes les valeurs de i — y distinctes de la valeur 

‘jt 

qui donnerait 

X (niod./î •— I ). 

Or, comme en afdme(tant celte dernière valeur de i—j on aurait 
généralement 

on trouvera au contraire, en l’excluant. 


*—h 

r * =— (— I)A, 

et, par suite, la valeur trouvée de deviendra 
(lo) R/i._/, = — (— I)''/), 

pourvu que h ne soit pas divisible par/i — i. Alors aussi l’équation (9) 
donnera 


(") 


Oa 0_a = (— i)V- 


Si h devenait lui-même divisible par /-> — 1, il serait pair et, comme 
on aurait 

(-.)" = !, t"-I, 

la valeur trouvée de Ra,-a se réduirait à 


/> — a — (/>-i)=— I. 


Au reste, on peut conclure immédiatement de la formule (7) : 1° que 
la valeur de R^,* ne varie pas lorsqu'on fait croître ou décroître h ou k 
d’un multiple de p — i; 2° que R*,* se réduit à — i dès que l’une des 
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quantités A, k est divisible par p — \ . Ainsi, par exemple, si Ton sup- 
pose k divisible par /> — r, l’on aura 

e*=e.= -i 

et, par suite, la formule (7) donnera 
(la) R/i,o=Ro,A~ — »• 

Si, dans la formule (7), on odiange les signes de h et de k, l’on 
trouvera 

Ô-A ~ H_a, X , 

puis, de cette équation combinée par voie de multiplication avec la 
formule (7), on tirera, en ayant égard à la formule (i i), 

(i3) Ra.aH-/»,-*=/>* 

L’équation (i 3 ) suppose évidemment A, k et h-\-k non divisibles 
par P — 

Les équations (7), (10), (11), (12), (i 3 ) coïncident avec les for- 
mules (9), (il), (i 3 ) et (12) du paragraphe 1 de ce Mémoire lorsque 
le diviseur de — i, représenté dans ce paragraphe par la lettre rr, se 
réduit il l’unité. Dans le cas contraire, pour passer des unes aux autres, 
il sulfira de remplacer 

h par nr/j, k par wA*, 

puis d’écrire, pour abréger, 

0A au lien de ©ct* et R/,.a au lieu de liBiA.raA- 

Lorsque dans la formule (ii) on pose 



elle fournit un théorème, très remarquable, de M. Gauss et se réduit à 
(i4) = * P 

t 
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ou, ce qui revient au même, à 

Cette dernière équation . coïncide avec diverses formules du Mémoire, 
par exemple averties formules ( 12 ) du paragraphe III. 


NOTE IL 

SIÎR DIVERSES FORMULES ORTENt’RS DANS LE DEUXIÈME rARAURAFHE. 

Il est facile de t^’assurer que la formule ( 61 ) du paragraphe 11 
entraîne les formules ((^ 2 ), non seulement, comme nous l’avons 
avancé, dans le cas particulier où p. se réduit à l’unité, mais généra- 
lement et quelle que soit la valeur de p. C’est ce que nous allons 
démontrer. 

Lorsque v sera de la forme les termes des suites (03), (64) 

étant eux-mêmes de cette forme, puisqu’on a généralement 

«"'■+■ v(i — «"*) = 1 -4- (v — i)(i — M"‘) et V — i — o (mot!. 4)* 

seront équivalents, suivant le module n = 4 v, à certains termes de la 
suite 

i, 5, 9, ..., 4^ — II, 4^—7, 4'*' — 3. 

D’ailleurs celle-ci renfermera : i® un terme égal à v; 2 " v — i termes 
premiers, non seulement à v, mais encore à 

n =z 4v, 

et qui, étant en même nombre que les termes des deux suites (63), 
(64), devront être équivalents, les uns aux termes de la suite (63), 
les autres aux termes de la suilc*(64). Parmi ces v =i.termes, ceux 
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qui se réduiront à l’un des suivants : 

1 , a, 3, .... — = av, 

a 

étant précisément 

1 , 5, 9 , ..., av — 9 , av — 5, av — i, 

seront en nombre égal à 

V — I 

a ^ 

les uns, dont le nombre sera v', étant équivalents à certains termes de 
la suite ((53) et les autres, dont le nombre sera v", étant équivalents 
à certains termes de la suite ((54)* Ûn aura, en conséquence, 

v'-f- v'= 

a 

Observons maintenant qu’en vertu des formules 

y — I 

= o (mod.v), V — 1 = 0 (moil.4), 

on trouvera, quel que soit le nombre entier m, 

[«"•4- v(i — M"*)] 4- [«"‘‘^“4- v(i — = av (inoil.rt =r 4v). 

Donc, chacune des suites (63), ((>4) se composera de termes qui, pris 
d{Mix à deux, pourront être représentés par des nombres de la forme 

/t, av — /<, 

auxquels ils seront équivalents, suivant le module /^ = 4v. D’ailleurs, 
si l’indice 4 se trouve compris dans la suite 

I, 5, 9, av — 9, av — 5, av — i, 

on pourra on dire autant de l’indice 2 v — 4 qui sera distinct de 4 si 
4 diffère de v. Donc, chacun des nombres désignés par v', v" sera pair 


-v', -’/ 

a a 
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seront entiers. Enfin, comme on aura 


v' -H v* 

•Jt 


V — I 



on peut affirmer que, si v est non seulement de la forme 4^ H- mais 
aussi de la forme 8ic-f- >, les deux entiers 


- V , - v” 

a a 

seront l’un pair, l’autre impair. Donc alors, la différence 



sera impaire elle-même et ne pourra se réduire à zéro. 

A l’aide des observations qui précèdent, on peut ramener à une 
forme très simple les valeurs de 

.tïv/itt,,), 

fournies par les équations (23), (26); et d’abord, puisque les diffé- 
rents termes de chacune «les séries (f>3), (fi'i), pris deux à deux, 
peuvent étn* censés de la forme 

A, îsv — A, 


les équations (23), (2()), combinées avec la forinub^ 


O/, 0JV-/, — Ra,*v-a Bïv» 

donneront 

j(v/-^, ç) ir: R|,jv -i,Rv-(v--i)B>,v-f (v-i)ii'* • • R^_j^ 
^(v^ "* » î" ) ■■ Rv cv rH.v+(v |in . . . R^ 



Si d ailleurs v est d(! la forme 8a7-4- 3, alors —7—^ sera un nombre pair 
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et Ton aura, non seulement 

02V— 0-Jv, 02 v0_2v= 0iv= (— = 

mais encore 



ce qui réduira les formules précédentes à 

(v^ 1 , ç) —p* H|.2V - I ïtv- (v-i)fi>.v+(v-i)«>* • . *V^_(v_ ,),.V,vKv - 

rf(\f^l,i>*)=p * Rv-.(V-t)».V.(V-»'» • • -ÏV, 

Ces dernières équations et les équations analojjÇiu's, (|ni fourniraient 
les valeurs de 

coïncident, comme on devait s’y attendre, avec les formules (Cti) 
lors((u’on prend v = 5 et avec les formules (7'i), (7 >) lorstju’on 
prend v = i3. 

Si V était de la forme 8a;-i- i, alors, étant un nomhn* pair, on 
aurait 

O yiy.-ii = 0iv = 00 = — 1 * 02 y ~ P , 

■2 

ce qui réduirait les formules précédemment obtenues h 

y - 1 

P » lt,,,v-i lty-(y- i.'«V/.-(v l)«'. • ••V,_(v_u,.^,y+(y-i),.V’ 

y — 1 

, ç«) ~-p » Uv- ;y .)«,y--H(y I,« ■ • • „V.v .(y- t '«V' 

Dans tous les cas, en divisant la valeur d(* .f(v' ~ i,?) par celle 
de — trouvera 

__ R|,ay-tHy-(v-,)«V,My l).e- • • i,My.v(y-, 

.f (v/“, s") Hv_(v_.„„,vh.(v -,,„. . 


ü£ut>re$ de C. — S. I, t. III. 


i3 
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Si, dans cotto dornièro formuh*, on rfinplaeo 


H/,.* pai* ïj— > 

toutes les fois que h et k sont équivalents, suivant le module n = /jv, 
à des nombres compris entre les limites 

O, 2V, 


on en tirera 




/(p) et tXp) désignant des produits de la forme 
//R*.2v A . •• 

composés (b* facteurs 

R/I.JV -/»♦ Ra-.îv-A» 


dont aucun ne deviendra <livisible par /> lorsqu’on y substituera /* à p; 

puis, en ayant égard aux formules ( i<)) ou (50) et représentant par 
6 

la valeur du rapport - réduit ii sa plus simple expression, l’on trouvera 
successivement 

*= -t- y (b — -H • • ♦ — y/— i „ />-/(p) 

et 

.)■( s — . . . — ^ i'{ p ) ^ 

On aura d’ailleurs, en vertu de la seconde «les formules ( VO» 

I J- -H / (i — «"-H ... — ç"'' ’) y/— 1 1 1-»' ~ J (s — ç'* 4- ... — v/~] "P* -H V*1 

et, par suite, on trouvera encore 

|.r 4- r ( « — — ç"’-») yfZTiy f ( p ) — p~*~ ( .r* -H ) /( p ), 

— J' ( S — s" 4- ■ . . — i"*~’ ) J*/( P ) = P ~^ ( 4- vy* ) f ( P )• 
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Si, dans cos dernières équations, on remplace p par /•, on devra y rem- 
placer en même temps <; par s, y — * par a et le si^ne — par =, le 
module étant le nombre p. On trouvera ainsi 

[ .:c 4- ( .V - .V« -f- . . . - A'"' ^)ay ]-({,■)= ( .r* h v r* ) /( /• 

\.v — (.V — .v" + . . . — rt, >'!*/( f' ) ^ r~^( + '■'J* ) f ( '• ) 

Observons à présent que ^ret v, n'ayant pas de facteurs communs, 
ne peuvent être simultanément divisibles par/>. Par suite, on pourra 
en dire autant des expressions 

.r 4- (.ï — .v" -H ... — .v"'"’ )'*/♦ •*' — {s — .V" — A"'"’ ) ay, 

qui ne peuvent devenir simultanément divisibb's par p (ju’avec leur 
somme 

’A.C 

et leur difïereuce 

3,(.v — A«' ‘)ay, 

par conséquent avec ./• et.r, attendu que les quantités 
s — s" 4 - . . . — v"' ' et fl 
sont racines des équivalences 

.r*=v (inod./»), .r*=i (tno(I./>). 

Cela posé, <M)mme f( /’) et/(/‘) ne seront pas non plus divisibles par/^ 
il est clair (|ue, des deux pnxiuits 

[.r4-(.ï — 0«rlO’(r), [.r — (.« — A'*4-. . .— .ï"' ^)(ty\*/{r), 

l’un au moins sera équivalent, suivant le module à un terme de la 
suite 

I , 2, 3, , . . , p — l. 

Donc, en vertu des formules obtemu's, on pourra en dire autant de 
l’un des produits 
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D’ailleurs le binôme 
étant diviseur de 


Æ* -+■ V >■*, 


6*-hvy*, 

devra, en vertu de la formule ( 47 ) ou (4^)» diviser run des produits 


* . 4/> * » 


et par conséquent il sera, ou de la forme 

pV- 

si l’iin des deux nombres æ-, y est pair, l’autre impair, ou de la forme 
2 /# 

si .r, Y sont tous deux impairs, attendu «lu’alors divisé 

par 4 , donnera 2 pour reste et ne pourra devenir égal à Or, 
comme les produits 

P * P * (.r*4-vy*) 

se réduiront, dans le premier cas. à 



et, dans le second cas, à 



il est clair que l’un des exposants 


f^-+- 



2 


devra être égal à zéro. Par conséquent, si, en prenant pour (x la valeur 
numérique de la différence ^ on pose 
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on pourra satisfaire, par des nombres x, v entiers et premiers entre eux, 
à l’une des formules 

pV- — jr^ + vy*, 

'xpV-— æ' -t- 'jy-, 

savoir, à la première, par deux nombres entiers, l’un pair, l'autre 
impair, ou à la seconde par deux nombres entiers impairs. Mais la 
seconde formule ne peut subsister lorsque v est de la forme -t- o, 
puisque alors, pour des valeurs impaires de x, y, vy® est de la 
forme 8a; -h (3, tandis que 

•2(.V-'RT 4- l)l^ 

est de la forme 8.r -h i. Donc, si v est de la forme 8a; -+- j, des nombres 
X, y, entiers et premiers entre eux, i^èrifieront la formule 

p\‘-= V >*, 

pourvu que l’on y suppose p. égal à la valeur numérique de la diffé^ 
rence ^'/ — par conséquent 



D’ailleurs, la valeur précédente de u, est précisément celle que fournit 
la première des équations (t>o). En elfet, les expressions ((35 ) se 
réduisant, en vertu de la formule 

v' 4- '/ — J 

3 

aux deux suivantes. 


si l’on égale l’une ou l’autre à la différence A - 


.. 'J — O , , 

2/. 7 — 'i OU 

-4 


et la première des formules (Go) donnera 
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Pour établir les {)ro|)ositions ci-dossus énoncées, nous «avons ou 
rocours ii la roruiulo qui fournit la valeur du rapport des expressions 
imaginaires 

if (v~ , ? ), , s") 

et nous «avons transformé la fraction qui représente celte valeur, <le 
manière h mettre (mi évidence tous les facteurs égaux à p, soit dans le 
numérateur, soit dans le dénominateur. On pourrait faire subir une 
smnblable transformation aux valeurs mêmes des deux expressions 
imaginaires 

ou bien encore les d(‘ux suivantes : 

(_ ^ , 7 (_ yCIT , Ç«) . 

Concevons eu particulier que, dans les valeurs précédemment trouvées 
de ,'^(\ — I,;) et de l’on remplace 

R A. A par — , 

n,,.. 

toutes les fois que /i et k sont équivalents, suivant le module n = 'jv, 
à des nombres compris entre les limites 


On trouvera, si v est de la'forme 8a: h- 5, 




* /.(?)» 


en désignant par 


?(p)» z(p) 


deux fractions qui auront pour numérateurs et pour dénominateurs 
des produits de la forme 

R/i.;i -aRa-,h-A . • •> 

composés de facteurs dont aucun ne deviendra divisible par/A lorsqu’on 
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substituera r à p; puis, en ayant égard aux équations (3o) du para- 
graphe II et à la ibrmule 


-3 V - 5 


on trouvera encore 


9(p) 




7.(P) 


Si V, au lieu d’être de la Ibrnie 8a:’ -h était de la forme Sa; -t- i, les 
valeurs de 

.T(v/— i,ç), 'îX— ?") 


seraient semblables h celles que nous venons de trouver, à cela près 
que, dans les exposants de /^, la prcMiiièn* parli(‘ 


V .} 

~T~ 

se trouverait remplacée par 

V — I 
”8~’ 

Dans l’un et l’autre cas, on aura 


9 i?) 


p" 7.(P) 


?(P.) 


/.(p) 


puis on tirera de cette dernière Ibrmule, combinée av«*c les é(jua- 
tions (4*))’ 


Q -’t- £ \/— I _ ^{s/— ' . » ) 

o — z\J- 




et, par suite. 


(ô-+-£\/—l)*—(^*+S*)?(?)X(P)* 
( 5 _ g yCTT ~ e® ) ; 


^?(P)/.(?) 

Si, dans ces dernières formules, on remplace p par /•, on devra rem- 
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placer en même temps yj — i par a et le signe = par le signe 
module étant le nombre p. On trmivcra ainsi 




(ô-£ar)*=(ô»-t-Ê*) 




(mocl./j). 


le 


Donc, puisque 9(^)* /.(r) ne sont équivalents ni à zéro ni à suivant 
le module », la somme 

d»-4-e» 


ne pourra devenir divisible par p qu’avec les deux binômes 

ô ea, f) — EOf 

par conséquent, avec les deux noiiiljres 

Ô, 6. 

D’ailleurs, il est permis de supposer que les nombres o, e sont pre- 
miers entre eux, attendu (ju’on n’altère pas les équations ('19) en 
transportant dans € et dans y les facteurs qui seraient eommuns à S 
et à £. Donc, cette hypothèse étant admise, o®-+- s* sera premier à />; 
et, si l’on nomme comme ci-<lessus ^ la forme la plus simple de la 
fraction y l’équation ('17) ou (.'iH') entraînera, ou les deux suivantes : 

ô* -+- £* " 1 , ^ X- -h VJ* pV- 

si des nombres x, y l’uu est pair et l’autre impair, ou les deux sui- 
vantes : 

â* -h e* = 2, 07 - 4 - VJ* =: 2 

si les nombres x, y sont tous deux impairs. Dans le premier cas, on 
aura 

0 I, £ = O 


par conséquent 


(ô±£a)* = ±;i (mod.^) 
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et 




(mo(l./3). 


l)a>is le second cas, qui ne se présente jamais lorsque v est de la forme 
8a? -+■ 5, on aurait 

O t, e=:ztl, 

par conséquent 

(d zt eay~^:î: -îa (mod.p) 


et 


?('’)X('‘) 
1.9('‘)X('’)J*^— « 




Pour déduire de ce qui a été <lit plus haut la valeur du produit 
?('-)X('*)» 


il suffirait d’observer que les deux expressions 

//*9(p), //*'/( o) 


renferment tous les facteurs de la forme 

/l — lt/».6V /l» 

A désignant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la 

, / r î 

I, 5, 9, .... av — II, — 7, 4V— '5* 

Comme d’ailleurs, pour mettre en évidence les facteurs égaux h p, il 
suffit de remplacer 

// _ P 

... » “ H.V- 

lorsque A est renfermé entre les limites o, 2 v, on trouvera 

, H«V-I 3,tV-3 lt»V<-7.tV -7 • ■ ‘ IÇv t.3V-t-2 ^ 

? ( P ) X P lt*V-4-3,lV- S • ■ • Pjv *-1 

11 y a plus : comme on aura généralement, ainsi qu’il est facile de le 
- s. 1 , t. ni. * 'i 


OKuvres de C. 
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R — R A, h Rsv- -A.*\ 


on troiivora cnroni 


r , ^ / NT, Rivt 3.ÎV+3 Rtv I r.tv t -• • • Rvv n 

[9(p)/(p)1 - i> n n 

lliv+i,jvn •»lv+-3,îv^-5• ■ ■ '*vy-l.tv I 

Si maintonanl on roni|»Iace p par r ot lo signe = par le signe s=, on 
devra remplacer généralement 

Ra.a 

par 

-11« 

et l'on aura, par suite, 




‘IT..3V ,n,.,v 3...1lv-4,v..i 


, _ , ,,, H,., IL.,... IL.., .V ,IIv...v,.....II,v 3.3V-.:, 

En joignant celle dernière formule à celles que nous avons précédem- 
ment obtenues, on arrivera immédiatement aux conclusions renfer- 
mées <lans le théorème suivant : 

Tin:oaf:Mi;. - v et p étant deur nombres premiers, Vun de la forme 
\x^\ et l’autre de la forme 4v.r-l- 1 , supposons que la suite des nombres 

I, 5, y, «V — y, 2v — 5, 2v — i 

offre v' racines de i équivalence 


et v" racines de l’équivalence 


X * ^—1 (mod.v), 


et, si l’on nomme 
la râleur numérique de 
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on pourra satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eux, 
à l’équation 

— pV-, 

non seulement lorsque v sera de la forme 8.r-i- 5, mais aussi lorsque, 

V étant de la forme 8 .r -h i , le rapport 

II,.,. ,11,.,. ,...II. V..., 

sera une des racines de l’équivalence 

(mo(l./>). 

Si lo inèino rappori <M*ssail (l’ôtrc équivaljMit, suivant, le nuxlule p, 
îi ï 011 à _ ï, il suit (le ee (ju’on a dit (|iril deviendrait racine de 
ré(|nivalence 

.r* = — ( (iiKMl.yü), 

etalopson p(jurrait satisfaire, par des nombres x, y entiers cl premiers 
entre eux, à IVMjnation 

.r* ■+■ vy* 1 p\^. 

An reste, nous n’avons pas encore trouv(‘ d’excnuple dans le(jn(*l l(‘ 
rapport dont il s’agit ne fut (Minivalent, suivant le module />, à ±;i; 
et, si l’on (bunontrait (in’il en est toujours ainsi, on en (Muiclnrait 
immt'*dialenient (in’on peut satisfaire, par des nombres x, y entiers et 
premiers entre eux, à r(*qnation 

t* h v y* - p'^, 

non seulement lorscjne v est de la forme 8.r-+- o, mais («ncore lors(|n(‘ 
V est de la lormc 8 -f- i . 

11 lions reste à montrer comment on peut diHc'rmiiier diri'ctement la 
valeur du nombre 

Parmi les termes de la suite 

I, 5, fj, ...» 3V — 9, •A'J — 5, 2'J — I, 
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plusieurs, en nombre égal à v', vérifient l’équivalence 


d? * s= I (mod.v); 

d’autres, en nombre égal h v", vérifient l’équivalence 

v-t 

JC * 3 S— I (moli.v), 

et un seul, savoir le terme v, satisfait à la condition 

v-> 

d? * =o (mod.v). 

Cela posé, il est clair qu’on aura non seulement 


mais encore 

v' — V* ~ 




v~l v-l v-l 
I * +5 * 4-9 * -h... 

-»-(av — 9) * -f-(2v— 5 ) * 


4- (av — i) * 


(mod.v); 


par conséquent 


v'— v' — — 7-7 («' 4 - e** 4 - c** 4 -. . .4- e^*^**>® 4- (mod.v), 

dz~^ 


pourvu que l’on suppose 3 = 0 après les différentiations effectuées. 
On aura d’ailleurs 

g(tVH-S)S ___ ^5 pS I 

e=4-c‘»4-C**4-.. .4-ef*''-‘''-= r: =:(e*v=_i)_- 

e*-— I g* 4.^-3 

et comme le facteur 


ainsi que ses dérivées relatives à s, devient, pour une valeur nulle de s, 
équivalent à zéro suivant le module v, on trouvera, en définitive. 


v' — v" = 



(mod.v); 



par conséquent 
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_vff_ ï à * / i» 5» 

v-l 

. I rf * / 8» 3* \-l 

t.a ..3.3.4 I 


(mod.v) 


(mod.v), 


Z devant être réduit ii zéro après les diflerontiations; puis on en 
conclura 





'>a -3 (/^,y+...) 

('•3 /)('-2 A ')... 




(mod.v), 


le signe S devant s'étendre à toutes les valeurs entières, nulles ou 
positives, de/, g, ... qui vérifient la formule 


/+a^ + 3 /. + . 

et chacun des produits 1.2...../, 1.2 g, ... devant être remplacé 

par l’unité lorsque le dernier facteur/, ou^^ ... se réduit h zéro. La 
valeur de l’exposant 1/. se trouvera ainsi complètement déterminée, 
puisque d’ailleurs cet exposant doit être positif et inférieur à 

V + y' _ y — I 

3 “ "T" 


Si l’on prend successivement pour v les différents termes de la suite 
5, i3, 17, 39, 37, 4>i 6., ..., 

on trouvera successivement, pour v = fî, 


pour V = i 3 . 


1.3 I I . 


f*=+- 


. 1.3.3. 4. 5.6/ I 


4 


/ 1 » 1 \ _ 

\3» ■“ 1.3. 3. 4 “*■ i.3.3.4.5.6/"^“'’ 1* 
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pour V = 17, 


NOTE III. 

SUR LA MULTIPLICATION DES FONCTIONS O/i, 0^. 

Les principales formules auxquelles nous sommes parvenus dans le 
précédent Mémoire y sont déiluites de la considéralion des produits de 
la forme 

Lorsque, étant un nombre premier impair, on désigne par 

5', T 

des racines primitives des équations 

xe=;i, aP ‘=1 

et par t une racine primitive de l’équivalence 

(inof).^), 

alors la valeur de 0/i, déterminée par la formule 

0„ = 9 + t" 9 4- T*" 0^’ 4- ... 4- 5""*, 

ne varie pas quand on fait croîtrç ou diminuer h d’un multiple de^ — i ; 
et l’on a : i*’ en supposant h divisible par p — i, 

2” en supposant h non divisible par /> — i, 

Ba O. A --(-«)> 

Si, au contraire, en nommant A un diviseur de p — i* on pose 



ot, (ie plus, 
(I) 


NOTE 111. 


111 


0* 0 -H pA 0< -H p»A 0<* p(/»-»>/i Qtl-^ 

alors 0* sera une fonction des racines primitives 


des deux équations 


B, P 


= 1 , a:**=i, 


qui ne variera pas quand on fera croître ou diminuer h d’un multiple 
de /I ; et l’on aura : i® en supposant h divisible par /i, 

(«) 0„ = 0„ = -i; 

* 2 " en supposant h non divisible par /z, 

(3) aO-A=(-i)'’V = »/iÔ«-a. 

Ajoutons qu’en vertu des principes établis dans la première Note, si 
l’on multiplie 0/» par 0*. on trouvera 

( 4 ) 0 A 0 A- ~ R/,, A 0A-*-A » 

Ra, A désignant une fonction qui ne renfermera plus 0, mais seulement 
la racine primitive p rriT'^et scs puissances entières. On aura d’ailleurs, 
lorsque h k ne sera pas divisible par n, 

('>) Ra.a=S(p^'*WA), 

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i et de y qui, étant com- 
prises dans la suite 

O, I, 3, 3, ..., P — 2, 

vérifient la formule 

(6) (mod./>). 

Soient maintenant 

A, A-, /, ... 
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dfis nombres entiers divers. On trouvera successivement 

R/l R«-= R/i,* 

R/l R* R/= R/i,*- Ra-i-* R/= Ra.aRa-*-*,/ Ra4-*+/* • • • • 

Donc, si Ton pose généralement 

(7) RaRa-R/. • • = R A, A./.... Ra+A 4-/4-...» 

Ra.a./.... sera encore une fonction de p déterminée par une équation de 
la forme 

Ra,a,/,... = I^a.aRa+a,/» • • • • 

11 est bon d’observer que, si 

A -h A' 4- / -I- . . . 


n’est pas divisible par /i, on aura 

(8) RA,A./,... = S(p/A-^^'*-^^''-^-), 

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de 1, i\ i\ ... qui, étant 
comprises dans la suite 


O, I, 2 , 3, />— 2 , 

vérifient la condition 

( 9 ) <^ 4 - ^''4-. . . = I (mod.//). 

Ajoutons qu’en vertu de la formule (7), l’expression 


Ra,a,/,... 


Ra Ra-R/. ■ • 

Ra-«-A-i-/+... 


sera, comme le produit 

RaRaR/... 

et comme l’expression 

0*4.*+, — 0 4- p*p*p^ . . 9^ 4- p*'‘p•*p*^ . .9** -h . . . 4- pf/»“*)* p(/»-*)Ap(p-i)/. . 


une fonction entière et symétrique de 

p^, P*, p^ 


• • • f 
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par conséquent une fonction linéaire des sommes 

P* + p*‘ -h pf -t- . . . , 

p*A p* 4 - 4. P*/ -I- . . . , 


p(n- l)A_j_ p(/t plu- l)/_^ _ ^ ^ 

dans lesquelles les coefficients seront des nombres entiers. 

Les équations ( 2 ), (3) et ( 7 ) entraînent les diverses formules que 
nous avons données dans le Mémoire, et particulièrement celles qui 
changent le quadruple d’un nombre premier />, Ou d’une puissance 
entière de p, et quelquefois ce nombre lui-niéme en expressions de la 
forme 

fty*, 

n étant un diviseur de p — 

D’abord, si l’on suppose et par suite cr = > la racine 

primitive p de l’équivalence 

.r*= I 

sera simplement 

p = -', 

et, en posant /i = t, on tirera de la formule (3) 

ou, ce qui revient au même, 

(10) * p. 

On se trouvera ainsi ramené à la formule (i ' 1 ) de la première Note. 

Concevons maintenant que n soit un nombre premier impair. Alors 
les diverses racines primitives de l’équation 

(11) .r" — I 

seront 

P, pS p% •••, P"-’» P""** P**-*? 

et si l’on prend successivement pour h les divers exposants d(i p dans 

(Wmvw f/e 6’. • s. J. l. III. 
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iik 

ces racines primitives, c’est-à-dire les divers termes de la progression 
arithmétique 

I, 9, 3, n — 3, n — a, n — i, 

on obtiendra pour valeurs correspondantes de 0^ les expressions 
Hi* Hj* Hs» •••» D«-â, H/i-t, 
lesquelles, eu égard à l’équation (3), vérifieront la formule 

0, e«_, = e, 0„_t0;,^,=/j, 

f 1 

par conséquent la suivante : 

( I a ) = 0, 0, 0, . . . 0«_, 0„. , 0,,_, . 

D’ailleurs, les divers termes de la progression arithmétique 

1, a, 3, n — 3, n — a, « — i 

peuvent être censés représenter les diverses racines de l’équivalence 

(13) (ino<l./t)> 

Il y a plus : si l’on nomme s une racine primitive de cette équivalence, 
les termes dont il s’agit, abstraction faite de l’ordre dans lequel ils 
sont rangés, seront équivalents, suivant le module n, aux divers 
termes de la progression géométrique 

I, 5, s*, ..., s"-*, 

et, par suite, la formule ( 12 ) donnera 

(14) / “=0,0,0^... 0,-.0,H-.. 

Observons à présent que l’équivalence (i3) se décompose en deux 
autres dont la première. 
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a pour racines les puissances paires de savoir 

I , .V*, , .V« ®, 

tandis que la seconde, 

n-l 

•a? * = — I (motl./i), 

a pour racines les puissances impaires de s. Donc le produit qui 
constitue le second membre de Téquation (i4) peut être décomposé 
en deux autres produits de la forme 

e. . .0,..-, -, 0,^,.^,.^..^,-,, 

0, 0,. 0,.. . .0,-. rr H,.,.,,. 1 B, 

et comme on aura 

+ . + .v«-»= ’ÜLini^o 

5* — 1 

ç«-l , ' ’ 

5 -f- .V* -t- .S» -H . . . -h .V« 

.V* — 1 

par conséquent 



il est clair que les deux produits 

^ 0 , 0 ,. 0 , 4 . . . 0 ,.. ,, 0 , 0 ,, 0 ,, . . . 0 ,,.-, 

SC réduiront, le premier, avec R, à une fonction entière et 
symétrique de 

,0, p^\ p^\ P'"’, 

le second, avec R,.;*,,» à une fonction semblable de 

P*, p*\ P"*’, . , P'" *, 

les coefficients étant des nombres entiers. D’ailleurs, une fonction 
entière et symétrique de 

p, P*’, P*', P"-’ 

sera simplement une fonction linéaire des sommes de la forme 


p"‘ -t- p'”'‘’-+- p"'*‘-+- . . . -H p'"*“' ", 
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m désignant un entier inférieur à /i; et une semblable somme se 
réduit toujours à 


ou bien à 


P* -t- p'* -h P** -t- . . . + p'"' 


selon que m est équivalent, suivant le module /t, à une puissance 
paire ou à une puissance impaire de s. On aura donc, en désignant 
par Co. c-i quantités entières, 

0| S fi 0jt». . .0*'« -1 =: Co *+“ C| ( P -4- p**-4-. . . -f- P*" * ) -t- C, ( P* 4- P'** -4- . . . -f- p*" *), 

puis on en conclura, en remplaçant p par p*, 

0, 0,1 0,1. . .0,"-a =: Ct(p^-h p^’-H . . . 4- P*" *) 4- Ct(p 4- p**4“ . . .4- p** *). 


D’autre part, les expressions 

1, p, P*, ...» P*""*, 

qui coïncident, à l’ordre près, avec les suivantes : 

I, p, p*, p'»-'. 


représentent les diverses racines de l’équation 

— I 


et offrent une somme nulle; en sorte qu’on a 

p 4- p* 4- p‘’4- . . . 4- p*"~* = — I . 

Ce n’est pas tout; si l’on pose 

p p* 4- p'*— . . . — p*"'*= A, 

on tirera de l’équation (lo), en y remplaçant p par /i, 6 par p et / par s, 
(i5) A»=r(— 1 )^«. 



Cela posé, on trouvera 
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et, par suite, 


P‘-hp“+...+p‘'^=-L^ 

e, e,. 0,.. . . 0,.-, — 1 (A 4 - B il), 

0, 0,. 0,. . . . 0,-. - i ( A - B A ) , 


ou, ce qui revient au même, 


(i6) 


i ae,O,.0^..,.e^»-, = A4- Bl, 
I ae,0,,0,....0,«-M = A -Bl. 


les valeurs de A, B étant 


(17) A=îac„ — c, — c„ B=:c, — e,{ 

puis on tirera des équations (i6), combinées avec les formules (i4) 
et(i 5 ), 

4/r^^A»— B*A* 


ou, ce qui revient au même. 


(• 8 ) 


”-l n -I 

4p * (— I) * /iR*, 


les valeurs numériques de A, B étant deux entiers qui, en vertu des 
formules (17), seront de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou 
tous deux impairs. 

Observons encore qu’en vertu delà formule 


l’équation 


n — l 

S * S — I (mocl.Aï), 


0 A 0 _A=/; 


pourra s’écrire comme il suit: 


(*g) 


0,-0 


P (moii./i). 
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D’ailleurs, si l’exposant m est un terme de la suite 
O, 1, a, 3, /» — 3, 

pour quQ l’exposant m ±: soit lui-même un terme de cette suite, 

il suffira de réduire le double signe ± au signe -i- ou au signe — , 
selon que m sera inférieur ou supérieur à — Enfin, dans la for- 
mule les exposants 

-U " “ * 

wî, m rh 

a 

seront évidemment de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou 
tous deux impairs si n est de la forme tandis qu’ils seront 

d’espèces différentes si n est de la forme -+- 3. Donc, si n est de la 
forme chacune des expressions 

se composera de facteurs qui, multipliés deux à deux l’un par l’autre, 
fourniront des produits égaux h p. Donc alors, les formules (i(3) 
devront se réduire à 

n - t 

w-l 

et l’on aura, en conséquence, 

V , R - -O. 

Si, au contraire, n est de la forme 4 *^-+’ 3, alors - étant pair, 
l’équation (i8) donnera 

(20) 4 /j * :L^A*-t-/lR* 

et si, en nommant i? la plus haute puissance de p qui divise simulta- 



nément A et B, on pose 
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A = B = p^y^ 



on verra la formule ( 20 ) se réduire à 

(âi) ^pV-=as*-\~ ny*. 

Si, pour abréger, on désignait par la notation 
[*] 

le produit 


composé des facteurs de la forme 0* qui correspondent aux valeurs 
de h propres à vérifier la formule 

n - 1 

Æ * SI (moU./i) 


et par la notation 
le produit 


[“«] 




composé des facteurs de la forme 0 a qui correspondent aux valeurs 
de h propres à vérifier la formule 

n - I 

* = — I (rnod.rt), 


les équations (i4)> présenteraient sous les formes 

2[i] = A-i-BA, a[-i] = A-BA 

et les deux dernières se réduiraient, lorsque n serait de la forme 
4^ + I , aux deux équations 
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Concevons maintenant que n soit un nombre composé, en sorte 
qu*on ait 

n = vw 

et supposons d’abord les facteurs 

V, bi 

premiers entre eux. L’un d’eux, v par exemple, sera nécessairement 
impair. Si d’ailleurs on nomme ç une racine primitive de l’équation 

et a une racine-primitive de l’équation 

jpta _ , ^ 

on pourra prendre 

puis, en supposant qu’un nombre entier donné h soit équivalent à i 
suivant le module v, et y suivant le module (o, on trouvera 

p'*=S‘a>. 

Par suite, l’équation (i) donnera 
Pour abréger, nous désignerons par 

la valeur de 0^ que fournit l’équation ( 22 ). Cela posé, on reconnaîtra 
sans peine : i" que la valeur de l’expression 

complètement déterminée pour chaque système de valeurs de i et<le y, 
ne varie pas quand on fait croître i d’un multiple de v ou y d’un mul- 
tiple de (o; 2 " que l’équation 


«A -«/.y 
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entraîne la suivante : 

0_A= 

3® que les nombres h et i seront de même espèce, c’est-à-dire tous 
deux pairs ou tous deux impairs si 



est un nombre impair, puisque, v étant impair et — i pair, rr ne 
pourra devenir impair que pour des valeurs paires de co. De plus, on 
tirera des formules ( 2 ) et (3) : i® en supposant à la fois i divisible 
par V et j par w, 

(a3) e,,y=0o.o = -i; 

2 ® dans la supposition contraire, 

( 34 ) 

Si O) est impair ainsi que v, alors w étant nécessairement pair, la for- 
mule ( 2 / 1 ) donnera simplement 

(25) O/,/» 

Pour montrer une application de ces nouvelles formules, consi- 
dérons d’abord le cas où 

r,i et V 

seraient deux nombres premiers impairs. Soient, dans ce cas, u une 
racine primitive de l’équivalence 

(26) (mod.v) 
et a une racine primitive de l’équivalence 

(27) (niod. u). 

Les diverses racines do l’équivalence (aO), en nombre égal à v — i, 
pourront être représentées indilféreniraent, soit par les divers termes 

OEwrea de C. — S. I, t. lU. lt> 
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de la progression arithmétique 

I , a, 3, . . . , V — a, V — i , 
soit par les divers termes de la progression géométrique 

I, 

et pareillement les diverses racines de l’équivalence (17), en nombre 
égal à (O — I, pourront être représentées indifléremment, soit par les 
divers termes de la progression arithmétique 

I, 2 , 3, U — a, w — I, 

soit par les divers termes de la progression géométrique 

1 , a, rt*, 


Or, parmi les valeurs de 

que fournira l’équation (22), celles qu’on obtiendra, en supposant A 
premier à /i, ne dilféreront pas de celles qu’on peut obtenir en prenant 
pour / une racine quelconque de la formule (2G) et pour y une racine 
quelconque de la formule (27). Donc elles coïncideront avec l’une 
quelconque de celles que présente le Tableau suivant : 



et leur nombre N, déterminé par la formule 
N=(v — i)(w — I), 


ne sera autre chose que le nombre des termes de la suite 


1» 3, 3 , .. 


n — I 



inférieurs à 
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n = wv, 

mais premiers à/^. D’ailleurs, l'équation ( 7 ), combinée avec la formule 
et réduite ainsi à la forme 


0* 0/. . . = — Ka,*,/,...» 
fournira pour valeur du produit 

0A 0A 0/ • . . 


une fonction entière et symétrique de 

P*» p^ • • • . 


par conséquent une fonction entière et symétrique, non seulement de 


mais encore de 
si la somme 
est divisible par 


a*, a*, a', . . 

n = wv. 


c’est-à-dire, en d’autres termes, si celte somme est divisible à la lois 
par V et par w. Or cette condition sera évidemment remplie si l’on fait 
coïncider 

®Ai ®/» • • • 

avec celles des expressions de la forme 

qui, dans le Tableau ( 28 ), olfrent pour premier indice une puissance 
paire de u et pour second indice une puissance paire de a, puisqu’alors 
la somme 

A -H A' H- / H- . . . 
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sera équivalente, suivant Je module v, au produit 


et, suivant le module <o, au produit 


D’autre part, en supposant 
et, par conséquent, 


*)=- 


Ha = H/,y 


i = h (mod.v), J=h (mod.u), 


on en conclura 

Donc, en vertu des remarques précédentes, le produit 
(H.,. h«m . . . .(e, 


sera en même temps fonction symétrique de 


et de 


«. ç”\ . . . , i"" ’ 

«, «“*, a'*', a“" \ 



Concevons maintenant que, pour abréger, on désigne par la notation 

h.'l 

le produit dont nous venons de parler, c’est-à-dire, en d’autres termes, 
le produit des valeurs de 0^, correspondant aux valeurs de A, qui, 
étant premières à /i, vérifient les deux équivalences 

y — I M— 1 

(rnod.v), a? * ~ t (mod.c,)). 

Désignons de même par 

[«.-•] 

le produit des valeurs de ©^j, correspondant aux valeurs de A, qui 
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vérifient les deux équivalences 

V - 1 <!>.-] 

(30) x * SI (moil.v), ar“ï"s-i (mod.w); 

par 

[-«.«] 

le produit des valeurs de 0 yi, correspondant aux valeurs de 4 , qui 
vérifient les deux équivalences 

V-l «il-l 

(31) X * s — ] (mod.v), JC * SI (mod.6)); 

enfin par 

le produit des valeurs de @a. correspondant aux valeurs de 4 , qui 
vérifient les équivalences 

V-> M-t 

(3î) X ‘ 3 — 1 (mod.v), X * 3 — 1 (mod.w); 
on aura 

(33) [I, I] = (0,,, 0H.,, . . .0«v..,, )(0,,,. . .0,,-,,.). . 

( 34 ) [l, - I] = ( 0 ,.« 0 «.,a. . . 0 «- .)( 0 ,.a- . .e.-v). . .( 0 |.a- ©««.a- ■ • ), 

(35) [-1, 1] =:(0«., 

(36) [- I, - l] = (0«.,0„1 0«-.)(0«.,.0»\a*. . «K- a-), 

et, d’après ce qu’on a dit ci-dessus, le produit 

[•,>] 

sera une fonction symétrique, non seulement do 

«, î"’, 

mais encore de 

«, «*' 

Pareillement, on reconnaîtra que le produit 
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est fonction symétrique, non seulement de 


mais encore de 
que le produit 


c. s", 

«*, «***, a**, a'*''-*; 

[-*.0 

est fonction symétrique, non seulement de 

fi", fi“% .... fi**** 

mais encore de 

a, a**', «“*, .... a'*'” 

enfin que le produit 

est fonction symétrique, non seulement de 
fi'*» fi***» • • • , fi***"’» 

mais encore de 


D’autre part, (îomine on aura 

y -t ">-i 

« * s — I (mod.v), « * = — I (mod.u), 

l'équation (2.5) pourra s’écrire comme il suit : 


( 37 ) 

et il est clair que, dans cette équation, les exposants 

. V — I 

m, ni± 

a 

seront de même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux 
impairs, si v est de la forme 4^-t-i» mais d’espèces différentes si 
V est de la forme 3. Pareillement, les exposants 


/w', /n'di 


w — I 
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seront de même espèce si w est de la forme -h i et d’espèces diffé- 
rentes si w est de la forme !\x 4 - 3. Cela posé, si les nombres 


sont tous deux de la forme 4^; 4 - 1 , chacun des produits 
[«.«b [•.-•]. [-«.II. [-«.-11. 

N 

composé de facteurs de la forme @/j, en nombre égal à 7-. se réduira 
évidemment, en vertu de l’équation ( 37 ), à 

N 

/,«. 

On aura donc alors les formules 

[i,i]=/iS [i.-i]=/>S 

qui entraîneront l’équation 

(38) /i^ = [i,i][«.-i]l-i.i][-i.“«].- 
analogue à la formule (i4)- 

Si les nombres v, w sont tous deux de la forme l\x 4- 3, alors on 
tirera des formules (33) et (3()) ou (34) et (33), jointes à la for- 
mule ( 37 ), 

s N 

(39) [«. «][-', -«]=/A l]=/>^ 

et l’on déduira encore de ces dernières l’équation (38). 

Entin, si des nombres v, w, un seul, v par exemple, est de la forme 
4 æ? 4 -i, l’autre, w, étant de la forme 4^-+' 3, alors on tirera des for- 
mules (33) et (34) ou (35) et (3G), jointes à la formule ( 37 ), 

N * N 

(40) [- 1 . in-*.-i]^A>S 

et Ton déduira encore de ces dernières l’équation (38). 

L’équation (38), analogue à (i4). conduit aussi à des conclusions 
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du même genre lorsque les nombres 

V, Oi 


ne sont pas tous deux de la forme 4^-i- 1 ; ot d’abord, supposons qu’ils 
soient tous deux de la forme Alors, dans le second membre 

de l’équation (38), le produit 


représentera une fonction symétrique, non seulement de 


mais encore de 






«, a**, ««*, ..., 


par conséquent, une fonction linéaire, non seulement des sommes 


mais encore de la somme 

X -h a" -t- -4- «'»’ 4- . . . -4- -h 


Or, comme cette dernière somme, qui comprend toutes les racines de 
l’équation 

.r“=: I, 


à l’exception de la racine i, se réduira simplement à ~ i, il est clair 
qu’en supposant v et w tous deux de la forme 4^ -H 3 et désignant 
par c„, c,, Cj des quantités entières, on trouvera 

[l, l] [l, — I] — fo-t- C,(s . .-4- 

puis, en remplaçant ? par 

[— I, l] [— I , -l] — Co+ C, (i'*4- «“’-t- ... 4- + c,(« 4- Ç“’4- . . . 4- S'*’"’). 

On pourra d’ailleurs présenter les deux équations qui précèdent sous 
une forme analogue à celle des équations (i6) et alors, en les multi- 
pliant l’une par l’autre, on obtiendra, au lieu de la formule ( 20 ), la 
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suivante : 

N 

(4i) 4>3* = A*h-vB*. 

les valeurs entières de A, 13 étant toujours déterminées par les for- 
mules ( 17 ). Enfin si, en nommant la plus haute puissance de p qui 
divise simultanément A et B, on pose 



on verra la formule ( 4 i) se réduire à 

(4a) ^pV-— a:*-h 'jy*» 

On pourrait encore, dans l’hypothèse admise, c’»‘sl-à-dire lorsque 
V, w sont tous deux de la forme 3, décomposer le second membre 
de la formule (38 ) en deux facteurs égaux, non plus aux deux produits 

L'. «]['»-•]» 


mais aux deux produits 

[«»- 

et alors on se trouverait conduit, non plus à la formule (4^), mais à 
une équation de la forme 

(43) 4/>!‘=.r*-i-&)7’. 

('considérons maintenant le cas oii v serait de la forme 4‘*''-f-i, co étant 
de la forme \x -+- 3. Alors la formule (4i) se trouverait remplacée par 
les formules (4n). f*» sorte qu’on aurait simplement 

ji 

A -- :î/>S B=:o; 

et, en conséquence, la formule ( 42 ) cesserait de fournir la transfor- 
mation d’une puissance entière de />, multipliée par 4 . en un binôme 

OF.ut’res rfe C. — S. I, t. III. >7 
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de la forme 

.r* v^’. 

Mais la formule (43) continuerait de subsister et Ton pourrait au reste 
déduire une nouvelle formule de la décomposition du second membre 
de l’équation (38) en deux facteurs de la forme 


Alors, en effet, le produit 


serait une fonction entière et symétrique, non seulement de 


et d(* 

mais encore de 
et (le 



qui ne serait point altérée quand on y remplacerait simultanément 
Ç par a par a", 

les (.‘oelficients numériques des différents termes étant d’ailleurs des 
nombres entiers. Par suite, le produit 

se recuirait à une fonction linéaire, non seulement des sommes 


(a -f- «"’-f-. . .-H «'*•*“’) -i- ( «“ 4- «'•" H- . . .-t- a'*”-’), 

mais encore des sommes 

(a -+- a**’ H- . . . 4- a"** *)(« -j- ç«* 4. . . . + ) 

4- ( a* 4- a«’ 4- . . . 4- a«“-’) ( ç» 4- 4- . . . 4- ), 

(a‘*4-a“’ -i-...4-a‘*— )(i 4 - 4-. . . 4- ç'*”’) 
4- (a 4- a“*4-. . .4- a«" ’)(ç«4-«'‘’-t-. ..4- 
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Or, des quatre sommes qui précèdent, les deux premières se rédui- 
ront k — I, puisqu’on aura généralement 

s s'*’ -4- = ~ I, 

a 4- a" -+- a"* -4- . . . 4- a"**"’ 4- a«“~’ = — i , 


et, quant aux deux dernières, comme, en posant pour abréger 


on trouve 

S — s" 4- — . . 

a — «*4- a'*’— . . 

• -4- 

. 4- 

= A, 

'=A', 


Ç 4- , 

I — A 

«** 4-«“’ -U. 

. . 4- 

_ I 4- A 

~ 2 ’ 

a 4- ot“’4-. . 

..4-a«“ > = - inA, 

a«4-a'*'4-. 

. . 4- a'*" ’ 

1 4- A' 


2 ‘ % 


elles pourront être représentées par les expressions 

I A* I 4- A \ 4- A' I — A _ » -h 
2 2 2 2 2 ’ 

t — r — A I +• 1 ' t -f- à _ > — liX' 

2 2 2 1 ~ 2 

Donc, dans l’hypothèse admise, le produit 

SC réduira simplement k une fonction entière et linéaire des rapports 

I 4- AA' I - AA' 

, , 

2 2 


les coefficients étant des nombres entiers; en sorte qu’on aura 


r 1 r 1 * "4" AA' I 


désignant des quantités entières. Si l’on pose maintenant 


A =:2eo4-Ci4-C, 


» — c, — c, 
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la formule précétlenle donnera 

(ii4) 2[i, i] [— I, — i] r= A -H RAA', 

les valeurs numériques de A, B étant deux entiers de même espèce, 
c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux impairs. D’autre part, si, 
dans la formule (44)» on remplace ç par ç", sans remplacer en même 
temps a par a", alors, au lieu de cette formule, on obtiendra la sui- 
vante : 

(45) 2[i, — 1][— I, ij =A — BAA', 

puis on tirera des formules (44)* (4'^)* combinées avec l’équation (18), 

(46) 4/>* = A*— B*A*A'*. 

De plus on aura, en vertu de réqualion (lo), 

V-» 

(ç -««-H -H =(-l) * V, 

n>-l 

(«-a‘‘-+-<x'*‘-...H-«'**'-~««“-)* = (-i) * o> 
ou, ce qui revient au même, 

A’rrt-I)"^ y, A'*^(-i)~ w. 

Donc, lorsque v sera, comme on le suppose, do la forme 4-^ -H** 
ü) étant de la forme l\x 4 - 3, on trouvera 

A*~v, A'*— — w 

et la formule (4I>) donnera 

N 

(47) 4y5* = A’-hvwB*. 

Enfui, si l’on nomme // la plus haute puissance de p qui divise simul- 
tanément A et B, alors, en posant 

A = J?, B =r />^/, 
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on verra la formule (47) se réduire à 

(48) vw^* 
ou, ce qui revient au même, à Téquation 

(49) ny*, 
la valeur de n étant 

n — v(M. 

11 est bon d'observer que, le nombre v étant supposé de la forme 
4^7^+* I et le nombre ai de la forme le nombre n sera de la 

forme 4'^"+-d, dans l'équation (49) aussi bien que dans réquation (21). 
On peut ajouter que /*, étant le produit de deux facteurs premiers 
impairs, v, w, ne pourra être de la forme 40? -4- 3 que dans le cas où 
un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et w étaient 
tous deux de la forme 4^ 3 ou tous deux de la forme 4^’ • » leur 

produit 

n = vii) 

serait évidemment de la forme l\x -+- 1. 

Les diverses formules qui précèdent s’accordent avec celles que 
nous avons établies dans le premier et les deux derniers paragraphes 
du Mémoire. Elles peuvent d’ailleurs être facilement étendues au cas 
où n serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs 

V, v', .... 

Ainsi, en particulier, supposons 

n = vv'v", 

V, v', v'" désignant trois nombres premiers impairs, et représentons par 
le produit des diverses valeurs de ©a correspondant aux valeurs de h 



m MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES, 
qui, étant premières à n, vérifient les équivalences 

V-l V— I V’— I 

(50) J? * s I (mod.v), a? * =i (mod.v'), a; * =i (inod.v’'). 
Soit encore 

[-',-1, — ij 

le produit dos diverses valeurs de 0^ correspondant aux valeurs de h 
qui, étant premières à /i, vérifient les équivalences 

(51) I (mod.v), X * s— I (mod.v'), .r * =— i (mod.'/), 


et concevons que l’on emploie, dans un sens analogue, chacune* des 
huit expressions comprises dans la formule 

de sorte qu’à un changement de signe opéré dans le dernier membre 
de la première, ou de la seconde, ou de la troisième des formules (^o), 
doive toujours correspondre un changement du signe qui aflécte la 
première, la seconde ou la troisième unité dans la notation 

[«,«,«]. 

Soient d’ailleurs respectivement 

w, u', ' n" 


des racines primitives des trois équivalences 

= i (mod.v), (mod.v'), (mod.v") 

et 

if i'f i" 


des racines primitives des trois équations 

x'*’zzi\. 


Enfin posons 
(5a) 


ç Ç** -J- ç'*’ — - . . . ^ 
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et nommons A', A" ce que devient A quand on remplace v par v' ou v"'. 
Chacune des huit expressions 


i [»,-•, -ih [-1,1, -i], [-1,-1, i], 

(;)J) < 

([-1,-1, -il, I— i.t.ll, i], 

sera une fonction entière et symétrique, non seulement de 


ou de 

mais encore de 
ou de 
et aussi de 
ou de 


s, , 

î". 

î'**'*. 


les eoelïîcients numériques étant des nombres entiers. Par suite, on 
pourra en dire autant des produits qu’on obtient en multipliant Tune 
par l’autre deux ou plusieurs des expressions ( '>3), et chacun de ces 
produits, ainsi que chacune de ces expressions, sera non seulement 
une fonction linéaire des deux sommes 




1 — A 
â ’ 


«“ -H 


par conséquent des deux rapports 


1--A i + A 

3 * 3 


I -f- A 

' ■ ~ t 

3 


mais encore une fonction linéaire des deux rapports 



et aussi une fonction linéaire des deux rapports 

i-A’' 

3 ’ 3 
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Donc chacune des expressions (53), ou chacun de leurs produits, 
multiplié par 2 * =8, deviendra mon seulement une fonction linéaire 
de 

I - A, 1 + A, 

par conséquent de A, mais encore une fonction linéaire de 
i-A'. I-+-A', 

par conséquent de A', et aussi une fonction linéaire de 
1 - A\ 14- A% 

par conséquent de A", de manière à offrir généralement huit termes 
dont l’un sera constant, les sept autres termes étant respectivement 
proportionnels à 

A, A', A% AA', AA', A' A', AA'A' 

et les coefficients numériques étant toujours des nombres entiers. 
Ajoutons que de la première- des expressions (53) on peut déduire 
successivement les sept autres en y remplaçant séparément ou simul- 
tanément 

A par — A, A' par — A', A' par — A', 

c’est-à-dire en changeant le signe de A, ou de A', ou de A", au moment 
où, dans la notation 

on change le signe qui affecte la première, la deuxième ou la troisième 
unité. Cela posé, si l’on considère en particulier les deux produits 

il est <dair que chacun d’eux restera invariable, tandis que, des trois 
différences représentées par 

A, A', A', 
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deux seulement changeront de signe et que, pour déduire le second 
produit du premier, il suffira de changer à la fois le signe de 1, celui 
de à' et celui de A". Il suit de cette remarque, et de ce qui a été dit 
plus haut, que les produits ( V*), multipliés par le nombre 2 *— 8 , ne 
devront renfermer aucun terme proportionnel à une seule des diffé- 
rences 

A, A* 

OU à l’un des produits partiels 

AA', A' A' 

et devront se réduire à doux binômes de la forme 

« + £»AA' A*, 
a — ^AA'A", 

or, b désignant deux quantités entières. On auni donc 

1 8[i, I, i] 1 1 , — I, — j 1[~ I, I, — i) [— I, — I, i]~ « -+- ftAA'A', 
î 8[^ I, ~ I, - il [- 1 , 1 , il [i, - I, ij I. - '] = « - èAA'A*. 

D’autre part, chacun des produits ( 04 ), pouvant être considéré comme 
une fonction entière des rapports 

I — A I -f- A » ~ A' I -t- A' I — A" I -I- A*' 

2 ’ 2 ’ 2*2 2 2 

dans laquelle les coefficients numériques sont entiers, se réduira, 
au signe prés, à un nombre entier si l’on y remplace chacune des 
différences 

A, A', A" 

par un nombre impair; par exemple, par l’unité. Donc un tel rempla- 
cement doit rendre le premier membre et, par suite, le second membre 
de chacune des équations (55). divisible par 8 . Donc les deux binômes 

a-\-bt a — b 

seront divisibles par 8 ; d’où il suit que leur demi-somme a et leur 

OBwres * C. — S. I, t. III. ‘ ® 
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demi-difTércncc h seront divisibles par 4 ou de la forme 

a = 4A, 6 = /4B, 

A, B étant des quantités entières. Donc les formules (/)5) donneront 

I afi, I, i][i. i 1 ==A 4 -BAA'A% 

( 56 ) ^ ■' » JL IL ». I 

/ 3[-i,-r,il[--i,i,iiri.-i,i][i,i,-i] =A-BAA'A% 

les valeurs numériques de A, B étant des nombres entiers. 

Observons h présent que — i sera une racine de l’équivalence 

v-t 

(57 ) a: * ~i (niod.v) 

si, V étant de la forme /!\x -hi, le rapport est un nombre pair et 
sera, au contraire, une racine de l’équivalence 

( 58 ) a; * 3 — 1 (mod.v) 

si, V étant de la forme 4^»? +• 3, le rapport est un nombre impair. 
Donc, par suite, des deux quantités 

A, -A, 

l’une sera racine de l’équivalence ( 37 ) et l’autre racine de l’équiva- 
lence (58) si V est de la forme f\x h- i; mais toutes deux seront racines 
d’une seule de ces équivalences si v est de la forme f\x 4- 3. Pareille- 
ment, les deux quantités -h A, — A seront racines, l’une de l’équi- 
valence 

(59) .r * 3 1 (mod.v'), 

l’autre de l’équivalence 

V'-l 

(60) a: * \ (mod.v') 

si v' est de la forme f\x-Y i ; et toutes deux, au contraire, seront racines 
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d une seule de ces équivalences si v est de la ferme /jar4-3. Enfin, 
les deux quantités - h seront racines, l'une de l’équivalence 

y» I 

(^0 a: ’ =l (tnod.v'), 

l’autre de l’équivalence 

y 1 

(6a) c * .^\ (mod.v*) 

si v" est de la forme 4^ + 1 ; et toutes deux, au contraire, seront racines 
d’une seule de ces équivalences si v^st de la forme 4a? -t- 3. Cela posé, 
il est clair que les deux monômes 

Sa, e-ft 

appartiendront, comme facteurs, à une seule dos expressions (53) si 
les nombres 

V, v', v"' 

sont tous trois de la forme 4**'’ + 1 ; et, comme le nombre dos facteurs 
compris dans chacune de ces expressions est égal au huitième du 
produit 

qui représente le nombre des termes premiers à /? - vv^v^dans la suite 
I, a, 3, ..., n — i, 

on aura évidemment, dans le cas dont il s’agit, eu égard à la formule (3), 

[l,-- 1,-1] “Z)'», [~1, 

- i ï 

[— I, l,l] /j'S [l, — l,l) ' l| ’/J^. 

V, v', y" 

deux seulement, par exemple v, v', sont de la forme 4a? -f i, le troi- 
sième, v", étant de la forme 4ar -h f, alors les monômes 

Sa, S..A 


(63) 


Si dos nombres 
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appartiendront comnie facteurs, non plus k une seule, niais k deux 
des expressions (53) qui ne diffèrent entre elles que par le signe de la 
troisième unité, et l’on trouvera, par suite. 

N 

[-1, — -I, 

Ji 

[-1, I, Ijfl. -I, il -/)». 

V, v^, v" 

un seul, V par exemple, est de la forme 4^ -i- i* lt‘s deux autres, v', v", 
étant de la forme '\x -h 3, les monômes 

®/i» 0 h 

appartiendront, comme facteurs, k deux des expressions (53) qui no 
différeront entre elles que par les signes de la deuxième et de la 
troisième unité. On aura donc, par suite, 

f— I, l,_l][-|,_l, !]=/?«, 

N 

I—'» «. — 0 -»J =/>"• 

V, v', v" 

sont tous trois de la forme 4^ H- 3, les monômes 

0At 0-A 

appartiendront, comme facteurs, k deux des expressions (53) qui 
différeront entre elles par les signes des trois unités, et l’oii'aura, par 
suite, 

N 

-i][ -I, I, 

N 

[-1,-1, lj[l, I, - l] =/>*. 


( 66 ) 


[i, I, iJI-i, 

y 

[-1, 1, -il[,,_i, ,] 


\ Li,i,ij[i.-i,-i]r=/i«, 

(<») J 

( ,l[,,,,_il=r;>», 

Knün, si les trois nombres 


(64) 




f L'.--'. '11'. 

Pareillement, si des nombres 
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II est d’ailleurs évident que, dans tous les cas, les formules ( 63 ), 
ou (64), ou (6.')), ou (66), entraînent la suivante : 

(67) If,.,, 

Comme, dans le premier et le troisième cas, on lire des tormules ( 63 ) 
ou (64) 

i [«,1, 

(00) \ 

il est clair qu’alors on doit avoir, dans les formules ( 06), 
s 

A =: 2/>^, H = 0. 

Au contraire, dans le deuxième et le quatrième cas, on tire de 
l’équation (67), jointe aux formules ( 56 ), 

N 

( 69 ) 

On trouve d’ailleurs, dans le deuxieme cas, 

et, dans le quatrième, 

A’ - - V, A" = - v', A’* = - 

On aura donc, dans l’un et l’autre cas, 


A*A'*A**r=-vVv'=:-n; 
et, en conséquence, la formule (69) donnera 

( 70 ) !ip*=z\'+aW. 

D’ailleurs, parmi les trois facteurs premiers de n, ceux qui sont de la 
forme 4.r + 3 seront en nombre impair dans le deuxieme et le qua* 
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Irièini; cas, et en nombre pair dans le premier et le troisième cas. 
Donc le deuxième et le quatrième cas, auxquels se rapporte l’équa- 
tion (70), seront précisément ceux où le nombre n est de la forme 
-+- 3 . 

Au reste, des raisonnements, semblables à* ceux qui précèdent, 
s’appliqueraient aux cas où le nombre entier n serait le produit de 
quatre, cinq, ... facteurs premiers impairs 

V, v', v*, v*', ... ; 

et alors, en désignant par N le nombre des termes premiers à n qui 
seront compris dans la suite 

I, 3, 3 , ..., «*—1, 

c’est-à-dire en posant 

N (v--i)(v' — i)(v*— iXv*"— 1).. 

on se trouvera de nouveau conduit à la formule (70), A, B étant deux 
quantités entières dont la seconde sera nulle, si n est de la forme 
\x -h I, mais cessera de s’évanouir, si n est de la forme .\x -h 3 . 

Si maintenant on désigne par la plus haute puissance de p qui 
divise simultanément A et B, alors, en posant 

\=p^X, B=:/7V» 



on tirera de la formule (70) 

(71) 4^01*:;= 

Dans ce qui précède, nous avons supposé le nombre n composé de 
facteurs pretniers impairs. Supposons maintenant le nombre n pair et 
composé de facteurs dont l’un soit 2 ou une puissance de 2, les autres 
étant dos facteurs premiers impairs. Si l’on suppose d’abord ceux-ci 
réduits à un seul facteur premier v, n sera de l’une des formes 


av, 4’'» 8v, 
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Or, en supposant n divisible une seule fois par i ou de la forme 2, on 
retrouvera des formules analogues à celles qu’on obtient quand on 
pose simplement /i = v. Mais, si l’on suppose 

n 4 V, 

V étant un nombre premier impair, on obtiendra des résultats dignes 
de remarque. Soient, dans cette hypothèse, 

a. P 

des racines primitives des trois équations 
on pourra prendre 

P = ««• 

Si d’ailleurs l’indice h de 0 yk est équivalent à i, suivant le module v, et 
à j suivant le module 4> 3ura 

ce qui suffira pour réduire l’équation (i) à l’équation (22); et, si 1 on 
désigne par 

la valeur générale de 0^ que fournit l’équation (22), les valeurs parti- 
culières de 0*, qui correspondront à des valeurs de h premières à n, 
seront celles que présente le Tableau suivant : 

i 01,1» 0<*.i» 0»',i» • • • » ’»•» 

i e,.,. e.,,. e.'.. «•’ 

fl étant une racine primitive de I équivalence 
or'"'*—! (mod.v). 

Concevons maintenant que, dans la formule (7). on fasse coïncider 


0/,* 0*» 0/» 
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avec relies des expressions de la forme &,j qui, dans le Tableau (72), 
offrent pour premier indice une puissance paire de u et, pour second 
indice, runité. Il est clair qu’alors la somme 

/t -4- A: H- / 4 - . . . 

sera équivalente, suivant le module 4. à 

V — i 


et, suivant le module v, au produit 


Donc, cette somme sera divisible par 
n - 

ou seulement par 


- n = av, 
a 



suivant que v — 1 sera divisible par 8 ou par 4. «u seulement par 2, 
c’est-à-dire suivant que v sera de la forme 

Sx -4-1, ou 8 a; -4- 5 , ou 
On aura donc, dans le premier cas, 


® e ... ~ 00 = — I , 

(73) 0„0*0/... = -R;.,*,,...., 

dans le deuxième cas, 

î" 

(7^) 0^0*.0,...=:Ra,*,„...Hiv 

et, dans le troisième cas, 

= 01 = 0y, 

î" 

(73) • • = RM,/....®vt 
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pourvu que 


«A, O*, »/. ... 

rrmplisspnt les ronrlitions ci-dessus énoncées, c’est-à-dire, en d’autres 
ternies, pourvu qu’on fasse coïncider les indices 


h. A, /. 


avec ceux qui vérifient simultanément les deux équivalences 

v-l 

(7^) af * =i (mod.v), (inod.ij). 

On prouvera d'ailleurs facilement : i" que, si n est de la forme 8.r -h i 
ou Sæ; 5, l'équation (73) ou (74) s’étendra au cas même où l’on 
ferait coïnci<ler les indices 

A, k, t, ... 


avec ceux qui vérifient simultanément les deux équivalences 

(77) v * ç- 1 (mod.v), = 3 I (inod.4)r 

OU les deux équivalences 

(7S) .V * — — I (mod.v), J- .3 1 (inod.î), 

ou bien encore les deux équivalences 

V 1 

(ÿt)) .*• * =—1 (mod.v), .Tsa — I (inod.4); 

2'' que si v est de la forme /|.r-+- 3, l’équation (7’)) s’étendra au cas 
même où l’on ferait coïncider les indices 

/i. A, /. ... 

avec ceux qui vérifient simultanément les é(|uivalericcs (76) ou (78), 
mais devra être remplacée par l’équation suivante : 

( 80 ) 0A 0* 0/. . . ^ ll/i.*./,...0- V» 

OEuvret de C. — .S. f, t. 111. 


'0 
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si l’on lait ooincidiM* h's indirrs 

/*, /, /, ... 

avec coiix qui vérificïnt 1rs rqijalioiis(77) ou ( 7î)). Dono, si l’on (Irsi^no 
rrsprcfivrmrnt par 1rs tpialrr notations 

['»«|. l'. -']. I -'.' 1 . l-o- i] 

1rs quatre produits formrs par la niuitiplicafion des valriirs d<* 

»/M 0., 0/. ... 

correspondantes aux valeurs de 

A. A, f, ... 

qui vérifient les formules 

(76), on (77), ou (78), on (79), 

on (lourra, dans l’équation (73), lorsque v sera de ta forme i, et 

dans l’équation ( y'i), lorsque' v sera ele la foruu' 8,r t o, remplacer 
successivement le produit 

0A0;«0/ . 

par chacune des quatre' expressions 

I l'.'l 0..1 0,r..0«M...0„- M. 

\ [o *1 0..3 0«'.,0«*.,...0„< v,. 

(81 ) 

i 0„..0„'.,0„M...0„-.,. 

f 1 : i.-il . 0„.,0,r.,0,r.».'..0„' 

Mais, lorsque v sera de la forme 'ix -h 3 , alors on pourra remplacer le 
produit 

0/1 0* 0/ ... f 

dans l’équation (7 5 ), par ediacune des expressions 

l'.>L [».-•] 

ou, dans l’équation (80), par chacune des expressions 
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Observons a présent que — i sera une des raeiiu's de récjuiva- 
lence si v est de la forme /i.r hi, et de l’équivalenee (:')8 ). si 

V est de la forme /|.r +- 'i. Donc, par suite, les deux quantités 

A, - h 

satisferont. Tune aux formules (7()), l’antre ajix formules (77), ou 
Tuno aux formules (78), rautre aux formules (7()), si v est de la 
forme /|.r +-i; et, au eoutraire, ces deux quantités satisferont, rnne 
aux formules (7t.’)), l’autre aux formules (70), ou Tune aux for- 
mules (77) et rautre atix formules (78). si v est de la forme \,r i. 
Doue, en vertu di' la formule (3), on aura : 1" si v est de la forme 
Ho:- -f- I on 8.2: 1- o, 

(îï*'0 I !, I 1 [l, — I I ,| y/V. 

2" si V est (b* la forme /ix -+■ 3, 

(83) «1 . p^\ r». -«Il -.«I p'*' 


Dans l’un et l’antre cas, les formules (82) ou (83) «lonneront 
(84) 

D’ailleurs, comme, dans chacune <les formules (73), (74)* (^‘0’ 

l’expression 

représentera une fonction entière et symétrique de 

P*, P*, p^ . . . , 


par consw|uent une fonction entière et symétrique, non seulement de 
s". s', .... 


mais encore de 



les coefficients numériques. étant des nombres entiers, il est clair 
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que, si v est de la forme 8 a? 4- 1 , le produit 


sera, eh vertu de la formule ( 73 ), une fonction entière et symétrique, 
non seulement de 

«. «"* 

mais encore de 


Ot, flC*, 

par conséquent une fonction linéaire, non seulement des deux sommes 

Ç 4- ç"* -1- ... 4- s"* «“ 4* ç"* 4- ... 4- ç"'"*, 


mais encore de la somme 

« 4 - ot*. 

Or, cette dernière somme étant nulle, en vertu de l’équation 

ot»-: - I, 

à laquelle doit satisfaire la racine primitive a = v - - i ou a = - v'- ' 
de l’équation 

I, 

il en résulte qu’en supposant v de la forme 8 a? 4- 1, on aura 

['.«]['» — «] = Co 4- C, (« 4 - s'*’ 4 - ... 4 - ç"’ ’) 4- c,(ç" 4- «'*’4- . . .4-5"* *), 


Co, c,, Cj, désignant des quantités entières. Si, dans l’équation précé- 
dente, on remplace ; par on trouvera 

[— ' . >] t— ' . - 4- C, («“4- «"’4- . . . t- Ç"”-) 4- f,(s 4- «"’4- . . . 4- 

puis en posant, pour abréger, 

« - «“ 4- - . . . 4- S"' • — = A, 

A — a Co — c, — r*, H — c, — c», 


on réduira les deux équations que nous venons d’obtenir à la forme 


(85) 


2[»» >] L>» — 0 =A4-ba, 

3[— I* >1 L «* »] A - B A. 
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Si l<i nombre v était de la forme 8a: -h alors on devrait à l’équa- 
tion (73) substituer l’équation (74) et, par suite, en ayant égard à la 
formule 

0jv 0JV ® îv — Pi 

on obtiendrait, au lieu des équations (8.'>), les deux suivantes : 

\ »[«.•][*.-»] —(A-hBl)p, 

1 a[-i, i][-i,--i]^(A-BA)/>. 

Enfin, si v était de la forme f\æ -h 3, on devrait à l'équation (7!) sub- 
stituer l’équation (7;')) ou (80) et, par suite, en ayant égard à la formule 

ev0_v= — 

on se trouverait de nouveau conduit à deux équations de la même 
forme que les équations (8ti). Observons d’ailleurs que les équa- 
tions (86) peuvent être censées comprises elles-mêmes dans les for- 
mules (85), desquelles on les déduit en remplaçant les deux quantités 
entières A, B par deux autres quantités entières />A, />B. 

Les résultats que fournissent les équations (82), (84)f (85), (86) 
sont analogues à ceux que nous avons obtenus en prenant ai =v; et 
d’abord, si v est de la forme 8a? + 1, on tirera des formules (82) 
et (85) 

y -t 

A = Qp * , B —O. 

Si, au contraire, v est de la forme Sa? h- 5 , on tirera des formules (82) 
et (86) 

y--» 

A == ap * , B = O. 

Enfin, si v est de la forme 4 j?-»- 3, alors des formules ( 84 ) et (86), 
jointes à l’équation 

on tirera 

(87) 4P''-»ziiA*4-vB*; 


puis, en nommant p^ la plus haute puissance de p, qui divise simul- 
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laïu'iilrnl A, ü, ri posant 

A Wirzp^y, 

^ V — 3 - ' a X, 

(m trouvera 

( 88 ) /| — .c* f- V K*. 

(iunsiilôrons niaintonant les deux produits 

[i, J, 

que l’on déduit l’iiti <l<‘ l’autre, en remplaçant ; par ou a par a^= - a 
(diaeun d<* ees produits sera une fonetion entière de a et, de plus, une 
fonction entière «‘1 symétrique, non seulement de 

.... r’. 

mais encore de 

Ç"’, ...» 

les coefficients étant des nombres entiers, (’omme (railleurs chacun 
de ees produits ne sera point altéré, lorsqu’on y nunplacera simulta- 
nément 

ç par ?" el. oc par 

il devra se n'Mluire, non seulement à une fonction linéaire de 
a, a» 

et, en même temps, à une fonction linéain* des deux sommes 

c +- ç"’ . i <" + ç"’ . -h 

mais encore, évidemment, à une fonction linéaire des sommes 

y. (ç I-. . . -h î"* ’) M- . . +- ç"* ’). 

h?"' ’). 

Or, en vertu d(* la formule 

a* — I , 

a* -r - • a, 


on a 
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Pt, par siiitp, chanitip dos doux dornipres somnips sp rpduit, au signe 
près, à 

«(«-«"-f-ç"' — ') . aA. 

Donc l(‘s dpux produits 

h . [-» -•![ -'.'1 

SP réduiront à <Ipux fonctions linéairps du rnonoun* 


qu’on déduira l’iinp dp l’autre, pu remplaçant a par a’ - . — a ou, ee 
({ui revient an inome, en remplaçant 

al par — al. 

D’ailleurs, chacun de o<^s produits aura pour facteur 

e,‘v=/> 

si V est de la forme H.r -t- 1 , et 

si V est de la lorme .\x -h 3. On aura donc généralement 


(89^ 


\ 4- lia A, 


A, Il désignant deux quantités entières (|ui seront divisibles par p si 
V est de Tune des formes 80 ; 4 - 5, /i.r 4 - 1. (’.es principes étant admis, 
si l’on suppose v de rune des formes 

8d?4-i, 8 j: - h 5, 

alors des équations (84), (89), jointes aux deux formules 

A’ V, 

on tirera 

(90 ) — A* 4- vB*. 

Si, au contraire, v (‘st d(‘ la forme 4-r-l- 3, on tirera des équations (83) 
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A =/» * , B = 0. 


L’équation (90), dans laquelle A« R sont divisibles par p, lorsque 
V est de la forme 8a? -f- 5, mérite d’être remarquée. Si l’on désigne 
par y/ la plus haute puissance de p qui, dans cette équation, divise 
simultanément A et R, alors, en posant 

A = B “ 

P V — I — aX, 

on trouvera 


( f) O pl* — .r* 4- v^*. 

11 est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose 
n = 4v, 

le nombn? N des termes premiers h /i et compris dans la suite 
I , a, 3, . . . , n — I 

est précisément 

a(v — I). 

Donc, alors, l’exposant de /- se réduit à ^ dans les formules (8/i) et (90), 

aussi bien que dans les formules (38) et (47)» (^>7) Pt (70). 

Dans le cas particulier où, v se réduisant à l’unité, on a simplement 


on a aussi 


/î — 4, 

P = «, 


a désignant toujours une racine primitive \f— i ou — y i de l’équa- 
tion 

X* - : I. 

Alors on tire de l'équation (3) 

«î P» «)~p, 

et de l’éq nation (4) 

»«=:R,.,0„ 0*r=R,,,e„ 
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puis de CCS dernières combinées avec les deux précédentes 
( 9 ») 

Dans cette même hypothèse, R,.,, se réduisant à une fonction entière 
de a, sera de la forme 

R 1,1 — A + B 

A, B étant des quantités entières, et l’on aura encore 
R,,,= A-+-Ba» 

ou, puisque a“= — i, 

R,,,= A-Ba. 

Par suite, la formule ( 92 ) donnera 

P - (A-hB«)(A — Ba)=r A*- Ba» 
ou, ce qui revient au même, 

( 93 ) * /» = A*-t-B*. 

Donc, alors, la multiplication de 0} par 0^, ou plutôt de R,,, par R»,,, 
fournira la décomposition du nombre p en deux carrés, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, la résolution de l’équation indéterminée 

(94) ^=rx* -+-/*, 

dans laquelle p désigne un nombre premier de la forme 
Si, au lieu de supposer n = 4v, on supposait 

n — 4^. . 

V, v', ... étant des nombres premiers impairs, on se trouverait conduit, 
en raisonnant toujours de la même manière, à une formule analogue à 
l’équation ( 90 ). Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre des 
facteurs premiers impairs étant réduit à 2 , l’on ait 

n =z 4w'. 


Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dans la suite 


1 , a, 3, .... /t — i. 


ao 


OEuvres de C. — S. I, t. Ul. 



m MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES, 
sont premiers à /i == /|vv', on trouvera 

N = a(v — i)(v' — i). 

Gela posé, en étendant Tusagc des notations (/)3) au cas où, dans le 
produit 

n =r wV, 


OU remplace le facteur impair v"par le facteur 4> par conséquent, au 
cas où l’on remplace les équivalences 


a? * s I 

par les équivalences 

X = I 

et les sommes 

ç' -h... -t- ‘ 

par 


( niod.v'), 

(mod.4), 

_ ^ I - A" 

- '“51 * 

a ei 


VVI 

— I (mod.v*') 


.rr=~i (mod.4) 


. . .H- ç'/.-’V' 1±A' 

«*= — Ot, 


on obtiendra, pour représenter les produits (54), non plus des fonc- 
tions linéaires de 

i_— A" I -f- A* 

3 ’ 2 ’ 

mais des fonctions linéaires de 


«, — a, 

lesquelles, d’ailleurs, ne cesseront pas d’ètre en même temps fonc- 
tions linéaires de 

i ~~ ^ » -H A 

2 ’ 2 

et fonctions linéaires de 

I - - A' I -H A' 

3 * 3 


Donc, alors, au lieu des équations (55), on en obtiendra d’autres de la 
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forme 

^ g ( 4[î, », >][r, — I, — 1 ][— I, -I, i] = a + 6aAA', 

I 4[— I, — », — i] [— 1, 1, i] [i, — I, i] [i, I, — i] = a — 

fl, b désignant des quantités entières qui, comme les produits (54), 
seront divisibles par c’cst-k-dire par le carré de 

0? ou de 0, 0 , , 

i" J" -J" 

si le nombre 

N y — I y'— I 
8 a a 

n*est pas divisible par 4< Comme, d’ailleurs, dans chacune des équa- 
tions ( 95 ), le premier membre, ou le quadruple de l’iin des pro- 
duits (54), devra se réduire au quadruple d’un nombre entier, si l'on 
remplace A, A' par des nombres impairs tels que l’unité et a par un 
nombre pair ou par un nombre impair, par exemple par o ou par i, il 
est clair que 

a et a-\-h 

devront être des multiples de 4* Donc a, b seront divisibles par 4 ou 
de la forme 

a = 4A, 6 = 4B 

et les formules ( 95 ) donneront 

( [i, »,>][»,-»,-»][-«, »,-•][-»,-»,»] =A + B«AA', 

les valeurs numériques de A, B étant des nombres entiers qui seront 
certainement divisibles par si le nombre 

N_v^ 

8 ““ 3 2 

n’ost pas divisible par 4- D’autre part, on reconnaîtra sans peine que 
les formules ( 64 ) sont applicables au cas où, dans le produit 


n = 4w', 
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme 4^ 1; les for- 

mules ( 65 ), au cas où un seul de ces facteurs impairs, v par exemple, 
est de la forme 4^ + î: enfin les formules (66), au cas où les fac- 
teurs V, v' sont de la forme Dans les trois cas, les for- 

mules ( 64 )» ( 65 ) ou (66) entraîneront la formule (67) et, dans le 
second cas en particulier, les formules ( 65 ) ou (68), jointes aux 
équations (96), donneront 

M 

A=pS B = o. 

Mais, dans le premier et le troisième cas, on tirera de l’équation (67), 
jointe aux formules (96), 

N 

(97) />*= A*— B*a»A»A'* = A*-f- B*A*A'*; 

et, comme on aura, dans le premier cas, 

A*=v, A'*=:v'. 

dans le troisième cas, 

A*:::; — v, A'* = — v', 


il en résulte que, dans le premier et le troisième cas, on trouvera 


par conséquent 

(98) 


A*A'* = w', 

N 

/>* = A* -f- vv'B*. 


On peut remarquer, d’ailleurs, que les deux cas dont il s’agit sont 
précisément ceux où le produit 


w' — 


n 

4 


est de la forme Ajoutons que les quantités entières A, B seront 

divisibles par si les deux nombres v, v' sont de la forme 4^-+“ 3 . 
Généralement, si n est de la forme 


n — 4w'v'. . 


V, v', v", ... désignant des facteurs premiers impairs, alors, en nom- 
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mant toujours N le nombre des termes premiers à n et compris dans 
la suite 

ï, a, 3, /I — I, 

c’est-à-dire en posant 

N=:a(v — i)(V— iXv"— I)..., 

on trouvera 

N 

. .B*, 

0U( ce qui revient au même, 

(99) 


A, B désignant des quantités entières, dont la secondai 
lorsque le produit 


VV V . . . = 3 


sera nulle 


sera de la forme 4^ + 3 et cessera de s’évanouir lorsque le même 
produit sera de la forme 4 ^H“ï* Ajoutons que les quantités A, B 
seront divisibles parla puissance de />, dont le degré est le nombre des 
facteurs impairs 

V, v', v", ... 

si le produit 

V — I v' — I v' — I 


n’est pas divisible par f\. 

Si maintenant on désigne par la plus haute puissance de p qui 
divise simultanément A et B, alors, en posant 


N 1 


on tirera de la formule (99) 

(100) jr*- 


Supposons encore /i = 8. Alors, si l’on nomme a une racine primi- 
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tive de l'équation 

.r*= I, 


les quatre racines primitives de cette même équation seront 
et l’on aura 


«■, a*, a’ 


Alors aussi la formule (3) donnera 

0’=/». «I®7=H»0|=(-O • 

et l’on tirera de la formule (4) 

0i0a=Ri,a04, 06 07 “R», 70*» 


puis, de CCS dernières équations combinées avec les deux précédentes, 
<ioi) /> = R,.,R,,t. 

D’ailleurs 

R... 

sera une fonction entière et symétrique de 
a, a», 


par conséquent, une fonction linéaire des sommes de la forme 


le coelfîcient numérique de chaque somme étant un nombre entier; et, 
d'autre part, la somme 

se réduit, pour m i ou 3, à 

a + «•= «‘-h a», 
a* -h «• a* 4 - «’• = o. 


«♦-H a‘* = — a. 


pour m = 2 OU 6, à 
pour //I = 4» à 
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enfin, pour /w = 5 ou 7, à 


a‘+«'»=a’-|.a*‘= «•+«’=-(« 4- «»). 

Donc R,., se réduira simplement à une fonction linéaire de la somme 

«H- a*; 

et, comme on déduira R*., de R,,, en remplaçant 
« et a* 


par 


«• = — « et «’=—«», 


on aura nécessairement 

, , ( R..,=:A-t-B(«+a*), 

(loa) 

( R,, 7 -- A — R(a4-a*), 

A, B désignant des quantités entières. 

Si maintenant on combine les formules (loi) avec les équa- 
tions (102), on en conclura 

A* -B«(« + «»)•, 

et, comme on aura 

(« f- a* -»- 3a*—aa*r:;— 2 , 

on trouvera définitivement 


(io3) i A’ +-aB*. 

Donc, P étant un nombre premier de la forme 8.r -+- 1, on pourra tou- 
jours satisfaire, par des valeurs entières de x, y, à l’équation indé- 
terminée 

( 1 0/1 ) /> — .f* 4- aj-*. 

On pourrait encore facilement étendre les principes que nous venons 
d’exposer au cas où le nombre n serait de la forme 


n 8v 
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ou même de la forme 

n^SviTv'.... 


V. v', v", ... étant des facteurs premiers impairs. Alors les résultats 
seraient analogues à ceux que nous avons obtenus en supposant 

n — 4w'v'. . .. 


Seulement, en passant d’une hypothèse à l’autre, il faudrait substituer 
aux racines primitives 

a cl a* — — a 

de l’équation 

= I 

les sommes 

et 

OU 

a-t-a’ et a»-h «*= — (a -h «’), 
tormées par l’addition de deux des racines primitives 


a, «•, «•, 


de réquation 


Gela posé, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite 


^ui sont premiers à 
c’est-à-dire en posant 


I, a, 3, n — I 


/i = 8wV..., 


N = 4(v-i)(v^-i)(v'~i)..., 

et désignant par A, B deux quantités entières, on trouverait : i® dans 
le cas où le quotient 

3 =wV. .. 


serait de la forme 4^ i » 
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2 ® dans le cas où le même quotient serait de la forme 4^ H- 3, 

N 

/> * = A* - B* ( « + «’ )* A* A'* A'* . . . , 
les valeurs de A*, A'*, A"*, . . . étant dans l’un et l’autre cas 

A*=(-.i)^v, A'*=r(-i)^v'. A'*=(-i)^'/, 


et, comme on aurait évidemment dans le premier cas 


(« + «*)*= a* -+-«•— 2 = — 2, 

V I v' I V* I /IV 

1 1 1-...SO (mo(l.2), 

2 2 2 

A*A'‘A'*... = wV..., 


puis, dans le second cas, 


y — I 
2 


(a 4 - «’)*= a* - 4 - a* 4 - 2 = 2, 


y' — I y" — I 

~2 â 


.sii (mod.2), 


A*A'*A"*... = --i vy'v^ 


il est clair que, dans l’une et l’autre hypothèse, on se trouvera conduit 
à la formule 

N 

/,* = A*4-2yy'y"...B*, 


qu’on peut encore écrire comme il suit : 

(. 05 ) 

Ajoutons que, dans le premier cas, les quantités A, B seront divisibles 
par la puissance de /) qui a pour degré le nombre des facteurs impairs 

y, y', y", ... 


si tous ces facteurs sont de la forme attendu qu’alors le 

produit 


(i 4 - 3) 


y — I y' — I y" — I 


OEtwres de C. — S. I, t. III. 
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sera divisible, non par 8, mais seulement par 4» et qu'on aura d’ailleurs 
etVv-= = 


Dans tous les cas, si l'on désigne par la plus haute puissance 
de p, qui divise simultanément A et B, alors, en posant 

N ^ 

,x = --aX, 

on tirera de la formule (io5) 

(io6) yDSz=a7*-t- 

Nous remarquerons en finissant que, si le nombre premier p, étant 
de la forme se réduit précisément au nombre 3, les for- 

mules (iG) deviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver l’équa- 
tion ( 20 ), il suffira d’observer qu’on tire de la formule (3) 


et de la formule (4) 


0* = R,.,e„ = 

puis de ces dernières, combinées avec la précédente, 

(107) /> = R,,,R,,,. 

Dans cotte même hypothèse, si, en nommant p une des deux racines 
primitives de l’équation 


a?* = I, 


l’on pose 
on aura, non seulement 
( 108 ) A*=-3, 

mais encore, eu égard à la formule p - 4 - p* = — i , 

P — _ * ~ ^ p’ ~ ^ 
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Comme un aura, d’autre part, 

R|,t = Co-HC,p-+-tf,p*, R,,,= Co4- c,p»4-c,p, 

<7o, c, désignant des quantités entières, on en conclura 
(109) aR,,, = A + BA, aR,,,=:A-BA, 

les valeurs de A, B étant 

A = aco — Ci — Cj, B = c, — Cj, 

puis on conclura des formules (107) et (109) 

4/3 = A* -B* A», 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (108), 

(no) 4/>=A*+3B*. 

L’équation (110) est évidemment de la forme de celle qu’on obtien- 
drait en posant n = 3 dans la formule (20). 


NOTE IV. 

SUR LES RÉSIDUS QUADRATIQUES. 


P étant un nombre entier quelconque, on a, comme on sait. 


+ v + P 

^ " '■(••J /)('•> *)••• 




le signe S s’étendant h toutes les valeurs entières, nulles ou positives, 
de 

f* gy h, ... 

qui vérilîent la condition 

f+g^h^.,,=zp. 
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Si P est un nombre premier, le coefficient numérique 
I .a.3 P 

(*-a /)(»•» 

se réduira toujours évidemment k un multiple de />, k moins que l’on 
ne suppose un seul des exposants/, g, h, ... égal k />, tous les autres 
étant nuis. Donc alors la formule (i) donnera 

(a) 4- 

P désignant une fonction entière de ir, v, s, ... dans laquelle les 
cocfFicients numériques seront des nombres entiers. Donc, si l’on 
attribue k .r, y, z, ... des valeurs entières, on aura 

(3) (ar -hy -f-« -H. . .)^= . . (lUOd./)). 

Si maintenant on pose 

X = y = « =. . .= I, 

alors, en nommant Â le nombre des quantités a?, v, «,..., on verra 
la formule (3) se réduire k 

(4) kP^k (mod.yc)). 

L’équivalence (4) comprend le théorème énoncé par Fermât et suivant 
lequel la différence 

XP — X 


est, pour des valeurs entières de a?, toujours divisible par p, lorsque 
P est un nombre premier. Comme d’autre part l’équivalence 


ou 

entraîne la suivante 


tp — x^o (mod./>) 

— i) = O (mod./ 7 ) 


(5) 


— 1 = 0 (tnod./>) 


lorsque .r n’est pas divisible par /#, il en résulte que tout nombre 
premier k p est racine de l’équivalence (5), qu’on peut encore écrire 
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comme il suit : 


(6) (mod./9). 

Si d'ailleurs on nomme t une racine primitive de l'équivalence (6), les 
diverses racines de cette équivalence pourront être représentées éga- 
lement, ou par les divers termes de la progression arithmétique 

I, a, 3 , .... p — i, 

ou par les divers termes de la progression géométrique 

I, t, t*, tp-*; 


et, par suite, tout nombre entier, premier à p, sera équivalent, suivant 
le module p, h une puissance entière de /. Ajoutons qu'en vertu de la 
formule 


on aura généralement 




si l'on suppose 
Donc une racine 


AsXr (mod.p — i). 




de l'équivalence (6) ne devra point être censée altérée lorsqu’on y 
fera croître ou diminuer l’exposant h d'un multiple de /> — i. Enfin, 
comme, en supposant p impair, on aura 


l’équivalence (5) ou (G) se décomposera, dans cette hypothèse, en 
deux autres dont la première 

!Lzl 

X * — I s O 


ou 

( 7 ) 

aura évidemment pour 


Pzl 

x * 53 I (niod./ï) 

racines les puissances paires de t, savoir 


, £*, .... tp-\ 
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tandis que la seconde 

/»-« 

a? * —ISO 
OU 

/>-« 

(8) X * = — I (inod./j) 

aura nécessairement pour racines les puissances impaires de /, savoir 

Y, i», /•, ...» 

Ainsi, parmi les termes de la progression arithmétique 

I, 2, 3, yt> — I 

représentant les restes ou résidus qui peuvent provenir de la division 
d’un entier par />, les uns, en nombre égal à » seront équivalents, 

suivant le module p, à des puissances paires de ^ par conséquent à 
des carrés parfaits. Ces termes, dont chacun est le reste ou résidu do 
la division d’un carré par /?, se nomment, pour cette raison, résidus 
quadratiques, aussi bien que les nombres équivalents aux mêmes 
termes suivant le module p\ et comme, dans le cas où l’on prend p 
pour module, tout nombre premier à p équivaut à une puissance 
entière de t, le carré d’un tel nombre équivaudra nécessairement à 
une puissance paire de t, c’est-à-dire à une racine de la formule (7); 
d’où il résulte que tout résidu quadratique, différent de zéro, sera une 
semblable racine. Donc, les racines de l’équivalence (8) qui sont 
distinctes des racines de l’équivalence (7), mais, comme elles, en 

nombre égal à ne pourront être des résidus quadratiques sui- 

vant le module p. C’est ce que l’on exprime en disant que chacune des 
racines de l’équivalence (8) est non-résidu quadratique suivant le 
même module. 

Pour abréger, nous désignerons, avec M. Legendre, par la notation 
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le reste de la division de k • par le nombre premier />. Cela posé, on 
aura généralement 

si k est divisible par jo, et, dans le cas contraire, 

[?]=■ [?]=-' 

suivant que k sera résidu ou non-résidu quadratique. Comme d’ailleurs 
étant une racine primitive de l’équation (6), ne pourra vérifier la for- 
mule (7), on aura nécessairement 

ilzJ 

(9) t • = — I (mod./>), 

HZl 

et comme t * sera évidemment une puissance paire ou impaire de t, 
suivant que p sera de la forme 4^-Hi ou 4a7-i-3, on peut affirmer 
que -■ I sera résidu quadratique dans le premier cas et non-résidu 
quadratique dans le second. Enfin, comme, d’après ce qui a été dit 
plus haut, la progression arithmétique 

I, 3 , 3, . . ., P — I 

renferme autant de résidus que de non-résidus, on aura nécessaire- 
ment 

Généralement, si, une suite de nombres entiers 

rt, 6, c, , . . , l 

étant composée de n termes différents premiers à /?, on suppose que, 
dans cette suite, les résidus quadratiques sont en nombre égal à n' et 
les non-résidus en nombre égal à /i", on aura, non seulement 


(n) 


/l'-h /I, 
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mais encore 

"■> --[ 7 ] 

et, par conséquent, 

p~* p—t r—t />— » ' 

(i3) n'—n''^a • -h 6 • -hc * (mod.p). 

On peut d’ailleurs écrire l’équivalence (i3) comme il suit ; 


(* 4 ) 


/t'-n's 


P-* 

tzl 
Hz » 


(inod.p), 


la variable 3 devant être réduite à zéro après les différentiations effec- 
tuées. 

formule (i4) offre un moyen facile de déterminer la différence 
/i", et par suite, eu égard à la formule (i i), chacun des nombres n\ 
n" lorsque, le nombre n étant inférieur à />, la suite 

fl, bt c, . . . , l 


se réduit à une progression arithmétique 

h, h^zk h-^{n^\)k. 

Alors, en effet, la somme 

4. e«-4- . . . H- e'- 


devient 


g/..( , ^ gkz 4. gS*. 4- ... 4. = e** , 

e*- — I 

et, par suite, la formule (i4) se réduit à 


(i5) 


d * 


n ’ — n’— ; I e'** • 

cm L e**— * J 


dz * 


Concevons, pour fixer les idées, qu’on demande le nombre n' des 
résidus quadratiques et le nombre «'"des non-résidus inférieurs à 
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c’est-à-dire compris dans la progression arithmétique 



Alors on aura 

n — — !■> A — 1, k — x 

•s 


cl, par suite, 



D’autre part, la différence entre le rapport 
e ^ -- g= 

<?-— I 


et celui dans lequel il se transforme, quand on y roiiipiacc p par zéro, 
est 



Klie est donc égaie au produit 


et sa dérivée de l’ordre - ^ -> relative à 5, sc composera d’une suite de 
termes dont chacun sera proportionnel au facteur 

/>-*•» I 

tf * '—e» 

OU à l’une des dérivées de ce facteur. Or, comme ces dérivées s’éva- 
nouissent avec le facteur lui-même quand on y remplace s et /> par 
zéro, comme d’ailleurs on trouvera 

<j* — €• e* 


J a 
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il suit de la formule (17) qu’on aura, pour une valeur nulle de z. 


d 

di 

par conséquonl 


* “—g- _ c*"— e= \ ^ 

(1:2 \ e-— I e-~ I / ~ 


O (mo(i./j), 


dzJ'. e-—\ J iL_i\ I / 2 (1_1\ Is _ls / 

dz * dz * ^5 * ' -4- e V / 

Donc la formule (iG) donnera, dans l’hypothèse admise, 

(18) (mod./O. 


(mo(l./>). 


Enfin, 3 devanl être réduit à zéro après les dilférentiations, on pourra, 
sans inconvénient, remplacer z par z>j— i dans la formule (18), qui 
se trouvera ainsi réduite à 

(izi Z 

^ * l«ng7 

(M)) V _ (mod./>). 

dr^ 

Ajoutons qu’en vertu de formules connues, la valeur de tang^ sera 
généralement fournie par l’équation 


(20) 



I 2‘ — I 5* 

3o 2'' i.u.a.'i 

I 2* — I J® 

43 2® t . 2 . 3 . 4.5.6 ■ 


dans laquelle les coefiicients numériques 


6 ’ 3 o* 43’ ’ 


que nous désignerons généralement par 
«A»!, -i.„ els3, 

sont ce qu’on appelle les nombres He Uernoulli. 
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Pour appliquer la formule (19)» il convient de distinguer deux cas 
suivant que - 'J ■ est pair ou impair, c’est-à-dire, en d’aulres termes, 

suivant que /j est de la forme /|.r -t- i ou 4^ Dans le premier cas 
on a, pour une valeur nulle de s, 


!—*• * 
il * 

cZï 

dz * 


et, par suite, la formule (19) étant réduite à 


on tire de cette formule, jointe à l’équation 


par conséquent, 
(a.) 


-+■ n' = w — 






(mod.yo), 



Au contraire, lorsque est impair et p de la forme \x 4- 3, alors, 
en ayant égard à l’équivalence 

2/' ‘-=5 1 (mod./>), 


on tire de la formule (20), pour une valeur nulle do : 




dz * 


,.,*3/^(2 — a * + i (inod.^), 


et, par suite, la formule (19) donne 

Lïl ( fLLL\ 

(2a) «' — «"=(-1) * 2U— 2 * (mod./>). 


D’ailleurs, lorsque p est de la forme f\x -h 3, il est nécessairement de 
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l’une des formes h- 3, Sa? -f- 7 et, comme on le verra tout à l’heure, 
on a : i® en supposant p de la forme 8a? -h 3. 

tzl 

a * ==—1 (moil.p); 

2® en supposant p de la forme 8;i? + 7, 

Lzl 

a * =1. 

Donc, la formule (22) donnera, lorsque p sera de la forme 8.r 4- 3 , 

( a3 ) ti' — fl" — 6 -,- 1 , — = •— 3 1 , 

~r ^ “T" 

et, lorsque p sera de la forme 8.r -h 7, 

( 34 ) fl ' — n" ^ 'XAap + if = «Any, 4 .|. 

__ a —ç~ 

Ainsi, lorsque p est premier et de la forme 3, la demi-différence 
entre le nombre des résidus et le nombre des non-résidus inférieurs 
à ^p est équivalente, suivant le module p, à un nombre de Bernoulli 
ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette proposition 
remarquable a été, pour la première fois, énoncée et démontrée, 
en i83o, dans le précédent Mémoire dont un extrait a été publié dans 
le HuUetin de M. de Férussac sous la date de mars i83i. 

Kn joignant aux équivalences (23) ou (24) la formule (i i), ou 


on en tire : i® lorsque p est de la forme 8 j 7 4- 3 , 

(a5) n' ^ n" = ^ 4-3 + 1 (inod./?); 

*2® lorsque p est de la forme 8 .r 4- 7, 

( a6) n' = i—, — -4- n" ^ ^ •• — ,.1 

1 -7- •» -7- 


(mod.p). 
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Au reste, les formules (ii) et (i5) fourniraient, avec la même 
facilité, le nombre des résidus et le nombre des non-résidus quadra- 
tiques compris dans une progression arithmétique dont les termes 
seraient positifs et inférieurs à 

f> f I 

Concevons maintenant que, p étant un nombre premier impair, on 
demande la valeur do 

[-;] 

ou, ce qui revient au même, le reste de la division de 2 ^'' par p. Pour 
y parvenir, il suffira, comme on sait, d’élever à la puissance du degré p 
l’un quelconque dos facteurs imaginaires dans lesquels peut se décom- 
poser le nombre 2 . Or on a évidemment 

2 = (n- v/^) (1 -- v^) 
ou, ce qui revient au même, 

a:=(l — «), 

a désignant une des deux racines primitives v' i. — y — * de l’équa- 
tion 

I. 


D’ailleurs, on tirera de la formule ( 2 ) 


(*7) 


(1 -H = i -+■ aP -4-/OP, 


P désignant une fonction entière de a dans laquelle les coefficients 
numériques seront des nombres entiers, et comme on aura, d’autre 
part, 

«* = — I, (n-a)»=aa, 


par conséquent, 


/»-* 

(i-Ha)e-*=a * a * 


et 


tzl tLli 

(I 4- «)r= 3 * a * (> - 1 - «b 
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la formule (27) flounora 


tzl 

2 • a • (i •+• «) =r I -+- -h/>P 


OU, ce qui revient au même, 


i-hocP P 

-♦■/'■teï 

a • (1 -t- a) a * (1 - 4 - «) 


Enfin, comme on aura : en supposant p de la forme t\.x -+- i, 

I 4 - «'*= J -h «, 

/» — « /*-« p^\ p~\ 

-^ = « • =(— I) * =(-i) • ‘ : 


2** en supposant p de la forme t\x 3 , 

I 4- « = «(l-h «•) = «(1 -fr- <X^), 

r-«-« /»-*•« r-n 


en conclura, dans tous les cas, 


a * (• H- «) 

ce qui permettra de réduire réquation (28) à la suivante : 


il « / p N, 


En vertu de cette dernière équation, le produit 


: 


sera égal, au signe près, à l’un des nombres entiers 


/' « 

2 • — 1 , 2*4-1; 
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et comme Texpression 

P(l — OlP) 


sera nécessairement iinc fonction entière de a dans laquelle les coefli- 
cients seront entiers, cette expression, en devenant indépendante de a 
ne pourra se réduire qu’à une quantité entière. Donc le produit 


et sa moitié 


P P(i — aP) 
^ \\i~aP) 


seront deux multiples du nombre premier />, et la formule (29) donnera 

(inod./)) 


(30) 

ou, ce qui revient au même 

(31) 


i ;»-i /i-t-l 

2 > s(-l)* * * 


Pal 

1 . 


On tirera, en particulier, de la formule (3i) : 1" en supposant p de la 
forme 8.t; db i , c’est-à-dire de l’une des formes 8.r -h i, 8.r h- 7, 




2" en supposant p de la forme 8 r ±: 3, c’est-à-dire de l’une des formes 
8.r 3, 8.1? -f- 3, 

m-i- 


-!)•= -I. 


Ainsi le nombre 2 sera résidu quadratique pour les modules premiers 
de la forme 8074-1, 8074-7 ‘‘t non-résidu pour les modules de la 
forme 80? 4- 3, 807 4- o. 

Observons encore qu’on tirera de la formule (3i) : i*’ en supposant 
p de la forme !\x 
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2® en supposant/) de la forme [\x -f- 3 , 



Ces deux dernières formules sont précisément colles que, dans les 
deux cas dont il s’agit, on déduirait immédiatement de la formule (28). 
Il résulte de la seconde que, le nombre premier p étant de la forme 

4^17 4- 3 , 2 * sera équivalent, suivant le module / j, à + 1 si ce module 
est, en outre, de la forme Hæ? + 7 et à — i si le même module est de 
la formé 837 + 3 . 

Comme la démonstration de la formule ( 3 o^ ou ( 3 i) repose entiè- 
rement sur le développement de la puissance p du binôme 


a étant une racine de l'équation = — i, on arriverait encore à la 
même formule en développant immédiatement, à l’aide du théorème 
de Newton, l’expression 

ou (^^s^^Y 

et ayant égard à la formule 

(i 4 -\/^)‘=avCrï ou (1 — ^/^)*=:— 2 /^. 

Effectivcmenl, on trouverait alors : i® en supposant p de la forme 

( 1.1 ■(V') 

L '■ ('4^)1 

2® en supposant p de la forme f\x-\-X 


(53) 2 * =(-!)■ 


* 1 


. „ _ P^P-^) . />(^~l)(/?-2) - 

^ a i.a.3 






NOTE IV. 


177 


Ainsi, on particiilior, on prenant 

P -3. /J — 5, p — i. p — w, 
on trouvera suceessivomont 

a =-(i-3), 
a* ; — (i -h 5 — lo), 
a* — I — 7 — a I -4- 35, 

3* — — ( r — 1 1 — 5 5 -r- 1 G5 -H 33o - 4^3 ), 


lino méthode semblable à celle que nous venons do rappeler et par 
laquelle on obtient la valeur de 

lil 

peut servir à trouver j^énéralement la relation (|ui existe entre les deux 
expressions 

[;^l (ij 


ou, ce qui revient au même, entre les restes de la «livision d(> a'' * 
par P et de 2 ^*' par y, p et y désignant deux nombres premiers impairs. 
Kfleclivement, pour obtenir une translbrrnatioïi de l’expression 



r= pi-\ 


il sulfit d’élever à la puissance p l’une des raciius carrées imaginains 
de it p. Or, d’après ce qui a été dit dans la Note I, si l’on désigne par 0 
une racine primitive de l’équation 


(;v,) 


æt’ — ï. 


alors, en posant 

( 35 ) (}_/>* 4. + ©e- __ r//— ^ 


011 aura 

/’ * 

( 36 ) 

OEuvres de C. - S. I, t. 111. > 
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D’autn; part. 7 (‘lant un nomhro promior impair, il résulte de la for* 
mule (2) que réqiiatiou (3.)) entraînera la suivante : 

( ;>; ) 11— ^j'i — 5'/' -H 'il'/'’ — ... 4- i/'/"’ * - - {?'/"’■’ 4 - 7 (J , 

çQ étant unefonetinn entière de 0 dans laquelle les coefticients numé- 
riqiU's s(*ront non seulement des entiers, mais eneore des multiples 
de (f ; et enmme, / étant une raeine primitive de l’équation ((>), on aura 
évidemment 

fj ! _ ry,i , . ry,o _ . . . rj,,iv - ^ ^ fjO’ „ fjtf ' ' ) ^ J;: A, 

l(‘ dould»' sljîiie devant être réduit au si}<ne -f- ou au signe — selon 
(pie le nombre y sera é(piivalent, suivant le inodiib»/?, à une puissanee 
paire ou impaire de /, c’est-à-dire suivant qui* l’on aura 



il est clair (pie réijuation (37) pourra étr(‘ réduite à 
(38) l-/r-r| ^|i4-y0. 

En tin, comme 

sera évidemment une l'onction entière et symétri(pie, non seulement de 
0 . 0 ‘\ 

mais encore de 

0 ^'"\ 

par conséquent une l'onction entière et linéairi* des deux somnu's 

0 ¥' 4-- ... 4- ¥'~\ 

et uiéim* une t'onclion qui cliangera de signe lorsqu’on remplacera 0 
par OS par conséquent lorsqu’on remplacera la première somme par la 
s(‘conde, on peut alïirrner que A' sera proportionnel à la dill'énuice de 
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ros deux sommes, c’est-îi-dire à A, le coeftieient niiiiH'*riquo de A étant 
un nombre entier. Doue, puisque, clans le second membre de l’équa- 
tion (38), le premier terme se réduit à d- A, le second terme* 

70 

sera encore^ proportionnel à A, le eoetïicient luiméricjue de A étant un 
nombre entier multiple* de y. Cela posé, réejuation (38), divisée par A, 
donnera 

( 39 ) A'/ ( 100 ( 1 . 7 ). 

De cette dernière équation, combinée avec la tormule (30), on tire 

r«i 'izi 

i U.;(_,) * i P t (rnofl-v), 


par conséquent 



T(*llcest la loi de ré(n[u*ocité qu’a trouvée M. Legendre et qui sert de 
base à la théorie des résidus i(uadratiques. La démonstration (') que 
je viens d’en donner, (*t que j’avais déjà exposée dans le Hiilleiin de 
M. de rènissac de s(*|)tc*inbre 1829. est plus rigoureuse que C(‘lle 
({u’avait obtenue M. Legendre et plus courte (|ue celb‘s auxtjuelles 
M. Causs était d’abord parvenu. 

Si le nombre k est b* produit de plusieurs facteurs a, b, c 

l’équation 

k — abc. . , 

(*ntrainora évidemment la suivante: 

(*) Dans la troisième éflilioii «Je la Théorie t/es nombres, «ini a paru on i83o, M. Le- 
îieinlre présente celle démonsiraiion comme étant la pins simple «le toutes el l’altribiioà 
.M. Jucobi, sans indi(|(ier unciin Ouvrage où ce géomèlre l’ail publiée, et dont la duto soit 
antérieiiro au mois do septembre i 82 «j. 
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En (l’autros termes, on aura généralement 


On trouvera de même 



On peut voir, dans le Hulleün de M. de Férussac déjà cité, comment 
les mêmes principes peuvent être appliqués à la théorie des résidus 
cubiques, bi<|uadratiques, etc. 


NOTE V. 


nÉTKKMI.VATION DKS FONCTIONS R/,.*-, ... BT DBS COKFFICIK.NTS 
qu'ellks KKNFERWRNT. 


Si, en désignant par p un nombre premier impair, par 0, t des 
racines primitives des équations 

par / une racine primitive de; l’équivalence 

(mod./?), 

enfin par h, k des quantités entières, on pose 

( I ) (■)/, -- 5 -f- T* 0 ^ -H T*'* 9'* - 4 - . . . t- Tf/' 

il est clair que la condition 

k^h (mod,/j — I) 

entrai liera les l'ormules 

— t'', 
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en vertu desquelles on pourra toujours, si l’on veut, réduire l’expo- 
sant h d’une [)uissanee entière soit positive, soit né}<ative de t, ou 
l’indice h d’une expression de la forme 0^^, à l’un des nombres 


D’ailleurs, ainsi qu’on l’a prouvé, on trouvera : i” en supposant h 
divisible par p — 

(2) e,, — 0o^-i: 

• 2 ” en supposant /e lion divisible par/j — i, 

(3) 0/.e 
Donc, si l’on pose }-çénéralement 

ou, ce qui revient au même, 

(a) — ’ 

W/<+A- 

on aura : i® en supposant /i ou k divisible par/A — i, 

(5) 

2 ” en supposant h non divisible par 

((>) K/.,-/i=-(-OV; 

et, ciornme on trouvera encore 




0A0* 0 A0 


//.A-l»-/». A - TT ,, 

W/J I A- " h A 

on en conclura, eu éjçard à la formule (3) et en supposant /a, k, ainsi 
que h -^k, non divisibles par/>— t, 

(7) K/i.a-H-//^. k~P' 

Ajoutons que, si /i-h A n’est pas divisible par p on aura \roir la 
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for mil lo ( 3 ) do la page 88 ] 

(8) R„,*=S(t^"+>^), 

1 (* sigiip S s’étoridant à toutos les valeurs de / comprises dans la suile 
I, 2, 3, 2 

et les valeurs Correspondantes de i, j étant choisies de manière à véri- 
fier la condition 

(9) (niod./>). 

(Concevons maintenant que, dans le second membre de la for- 
mule ( 8 ), ou réduise l’exposant de chaque puissance de T à l’un des 
nombres 

O, r, 2, 3, /> — 2. 

(le second membre deviendra une fonction entière de -r du degré /> — 2 
et l’on aura identiquement 

(10) — ao-+-a,T-+-o,T*-h. . .4- •*, 

a„, a,, as a,, ^ désignant des nombres entiers dont plusieurs 

pourront s’évanouir et dont la somme, égale au nombre des valeurs 
de /, vérifiera la formule 

(11) ao+a,-f-a*4-...4-a^_, = )P — 2 . 

delà posé, l’équation ( 10) donnera 

(12) — ao4- a,T4- a,T*-+-. . . + a,,_,Te-*. 

D’ailleurs si, dans l’équation ( 10), 011 remplace t par t'”, on trouvera 

(13 ) S(t''«''+-'"»*) = ao-4- a,T'«-4- . .4- 

Donc, si le produit 

m ( h -1- k) — mh 4- mk 

n’est pas divisible par/> — 1 , l’équation (12) entraînera la suivante : 

(14) R/«/i.,«a— a„4- a,T'«4- a,T*"*4'. . . + ap_,T(e-*)'«. 
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Si/; — I divisait I<î produit 

in{k -f- A ), 

îdors on trouverait : en supposant /w/i, ink non divisii>les par/; — i, 

( 1 5 ) S (t^"» ) — — I ^ 

par conséquent 

(«6) ao^- a|T'"-+- a,T*"‘-f-. . .-h — i; 

• 2 " en supposant et ///^ séparément divisibles par/; — i, 

( 1 7 ) S ( ^ P - 2 , 

par conséquent 

( 1 8 ) « 0 4- a, T"‘ -f- a, T'"* -h. . . 4- ap-jT';» *"« _ p — 'i. 

Il est ])on d’observer (|ue., dans le premier membre» de l’équation ( iS), 
les seules puissances de t, qui se* trouveu’ont midtipliée*s par ele*s coe*!- 
licienls positifs et distine'ts de zéro, seront les |)uissances qui ollVironl 
des exposants divisibles par/; — r ou, ce ejui re?vieiil au même*, e;elles 
qui se rvduiront à l’unité. Doneî le premier membre de; la formule ( i8 ) 
se réeluira iele'iitiquement au premier me'inbre de* la formule (i i). 

Un moyen Ibrt sim[)le eTobtenir, peiur ele*s valeeirs deennées ele /, h 
et k, les coefficients 


aui aj, Oj, .... nift - J 

est de résoudre l’équation (<)) par rapport à y et d’en tirer, pour 
chaefue* valeur de /, la valeur correspondante de y. (!onc(*vons, par 
exemple, eju’on prenne/; = Alors t sera une racine primitive 

y/ — I ou — — I 

de l’équation 

.r* = I , 

tandis que l dési}3çnera une racine primitive de l’é(juivalence 


( 1110 ( 1 . 5 ). 
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On pourra donc prendre 

1=2 

et en effet, aux valeurs 

O, I, a, 3 


de l’exposant i correspondront des valeurs essentiellement distinctes 
et non équivalentes 

I, a, 4i 8 = 3 (mo(l.5) 

de la puissance 2 ‘. D’ailleurs, si l’on attribue successivement à i les 
valeurs 

I, a, 3, 


les valeurs correspondantes de 

I — a's 2^ 


seront 


( 1110 ( 1 . 4 ) 


I— a = 4 » 1 — 4 = '*» 1 — 83=1 — 3-^3 (rnod.S) 

et, par suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes dey, 

a, I, 3. 

Cela posé, on aura 

et de cette dernière formule, jointe aux équations (8) et ( 10 ), on 
tirera : 

Pour A — \ . k = I , A -f- A “ 2, 

R, , — ar* i- T®= ar*, ao — o, a, — o, a,= i, 83 -- 2 ; 
Pour h — I, A = 2 , A -h A = 3, 

R, j=; T®-f- T'-l- T** -:l + aT, 80 =!, 81 = 3 », 83 — 0 , 83 — 0 ; 

Pour A = 3, A = 3, A -h A = (> —5 2 (mod. 4), 

R, J— 3T»-hT‘*rj:T*-l-3T, 80= O, 81=: 2, 83 = 1, 83=0, 


11 serait facile d’exprimer les valeurs des constantes positives 


80, ai, 83, • • • , ai»-ï, 
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comprises dans les formules (lo) et(i'J), en fonction des sommes de 
la forme 

En effet, si, dans la formule (i'l\ on prend successiveiiierit pour m 
chacun des termes de la suite 

O, I, 2, 3, . . . , P — 2, 

on en tirera 


Ho ■+■8] -f- «Ij -4-... f a/,_j — — '•*» 

|ao-f-a,T -t-îijT* -h. . S(t"'+>*), 

(•9) { ao-i-aiT» -t-ajT^ -t-. . .-h 


1 îioH- 4-. . a,,.,T<^-*)’=: 

Or, comme, en désignant par h une quantité entière positive ou néga- 
tive, on aura généralement, si h est non divisible par /> — i, 

(20) I 4- tA-j- . .-^T(e-*)A=o 

et, si A est divisible par p — i* 

(ai) I -4- T* -H T** -4-, . , 4- t '/’ — I, 

on conclura des formules (19), respectivement multipliées par les 
facteurs 

I, T "», T *"*, 


puis combinées entre elles par voie d*addition, 

, , \ (a» — Oa,« = )»- 3 - 4 -T '«S(T^*-*--'’^) 

(aa) \ 

/ 4- T- *« S(T*OA+y*) ) 4 - . . . 4 - t iP-Vm g 5) Uh+J/c) ) 

OU, ce qui revient au même, 

i (p - a)a,„ = /> — a H- *'"• S(t^'‘-*-''*) 


Ce n’est pas tout. Si, en attribuant à i et y deux valeurs correspon- 

a'i 


OKutret de C. — S. I, t. IIF. 
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danfes, propres à vérifier la formule (9), on a 

ih -h jk l ( inud./^ — 1 ), 

/ désignant l’un des nombres 

O, J, 2 , 3, /> — 2 

on en eonedura, non seulement 


mais aussi 


w7i ^ y* - -/^ 


Donc la formule (10) entraînera la suivante : 


( 2 '| ) S ( ™ «„ 4 - a , < 4 - a* 4 - . . . 4- a,,_ J f/' - 


( iimmI./j) 


et la formule (i l ) ilonnera pareillement 

( 2 .‘)) ) _ }|„4- a, Z'«4- + . . . 4- a/,_,<(/'-*)'» ( 

Si, dans cette dernière, on prend suecessivement pour m chacun des 
termes de la suite, 

O, <, 2, 3, P — 2, 

on en tirera 


Ho-t- Jh 

4- a, -1-. 

. . 4 - a/, J ~p — 2 

an -f- a 1 / 

4 • a J # * 4“ • 

. .4-ap,,«/’ - -.J 

ao4- a, /* 

4- a J #* 4 - . 

. . 4 - a , 0 S (/*''■'' 

a« a, - 

*4- a, 4 -. 



Or, comme, en ilésignant par/# une (|uantité entière positive ou néga- 
tive, on aura généralement, si /# est non divisible par — i , 

(27) l4-/''4-/*''-r...4-/'-P-=-'* — 0 (mod./2) 

et, si h est divisible par /> — i. 


(28) 


I 4 - <*'*4-. . 4- /</* — I (inod,/>), 
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on conclura des forniuies (26), respectivement multipliées par les 
facteurs 


r*"*, l 


puis combinées entre elles par voie d’addition. 




^ ( /^ — 1 ) a,„ L- P — 2 -t- « • S -4- / ■*'" S J 


/ 


i-(p *)««§(/(/»-*■(«■/> *-74 ) 


( inod.p) 


ou, ce qui revient au même. 


(3o) 


— Z"*S(Z</' 


(mod./;). 


ba quantité positive a,,, devant être, en vertu de la formule (11), 
inférieure à p— 2 pourra être aisément déterminée à l’aide de la for- 
mule (lo), si l'oii parvient à trouver des qiiantilés é<{nivalentes, suivant 
le module /?, à des sooiines <b‘ la forme 

) OU StZ''"'' ' 

Or concevons (jue, dans la somme 

h et ^'se réduisent, comme on peut toujours le supposer, à deux termes 
de la suite 

O, I , a, 3, . . P — 2 . 

Alors, si l’on a 

(3i) /i-f-X—o, 

ce (jui suppose h — o, k = o, «m trouvera évidemment 

( 32 ) s ( — a , 


par conséquent, 

(33 ) = — 2 ( mod./?) 

et, si l’on suppose 
(3/|) 


/(i-h A- i-.' /> — - 1 , 
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on trouvera 

S(T^*-^>*) = S(t(^-«*) = T 4- T* -4- ... + T/'-» 

OU, ce qui revient au même, 

(35) =— I, 
par conséquent, 

S ( ) s S ( ) = / -H /* -f- . . . -h /P-* ( inod ./> ) 

ou, ce qui revient au même, 

(36) s— I (niod.p). 

Si A 4 -^ est renfermé entre les limites o, ^ — i, en sorte qu’on ait 
(3;) p — t>h-hA>o, 

on trouvera, en vertu de la formule (9), 

(38) S(^'A+yA) ^ s[f^'*(i - /O*] (rnod./O 

et puisque, pour 1 = o, on aura 

I — t^=o, 

il est clair que, dans le second membre de la formule ( 38 ), on pourra 
étendre la sommation, indiquée par le signe S, ou comme dans le 
premier membre, aux seules valeurs de 1 comprises dans la suite 

I, a, 3, P — a 

OU bien encore à toutes les valeurs de i comprises dans la suite 
O, I, 2 , 3, P — 2 . 

D’ailleurs, dans cette dernière hypothèse, on aura, en vertu dej for- 
mules (27) et (37), 

S(/'")=o, S(«'f"-‘)):=o, ..., S(f'<'*^^)):^o imod.p); 

et, par suite, après le développement de 



NOTE V. 


189 


suivant les puissances ascendantes de le second membre de la for- 
mule (38) se composera d’une suite de termes dont chacun sera équi- 
valent à zéro suivant le module p. Donc la condition (37) entraînera 
l’équivalence 

( 39 ) &(/'*+>*) s O (mod./?). 

Supposons enfin 

(4«) A A>/j — I. 

Alors, h -h ^ étant renfermé entre les limites p — i, '*.( p — i), si l’on 
pose 

(40 ll = (p — 0 — A, — 1) - A, 

la somme 

h -t- k = 2 (^ — i) — (A 4 - k) 

sera renfermée entre les limites o, /> — i, de manière à vérifier la 
condition 


(43) /? — i>ln-k>o. 

Alors aussi on aura 

S ( ^ S ( ) ( mod./O Î 

puis, en posant 

(43) y— (mod.p) 


ou, ce qui revient au même. 


on trouvera 




(mod./>). 


D’ailleurs, comme, en vertu de l’équivalence (4^). la formule (9) se 
réduit k 


(44) 


(inod.p) 
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on trouvera encore 

(/,5) (mo(L/3). 

Dans le second membre, de la formule (iV), la sommation indiquée 
par le signe S doit s'étendre aux «liverses valeurs de qui permettent 
de vérifier la condifion (V't). pa>* conséquent aux diverses valeurs de i 
comprises dans la suite 

O, I, 2, 3, .... P — a, 

mais distinctes de la valeur 



pour la(|uell(> il ne serait plus possible de vérifier la condition ('l'j), 
réduite à la forme inadmissible 

i ^=^o, 

et comme, pour i = ' » on aura i, par conséquent 

(inotl.y^), 

il en résulte que, dans le second membre de la formule ( '|"‘)» som- 
mation indiquée par le signe S pourra être étendue sans inconvénient 
il toutes les valeurs 

O, 1, 2, 3, ..., p—3 

de l’exposant i. Or, dans cette dernière hypolbèse, en développant 

suivant les puissances ascendantes de puis ayant égard aux for- 
mules (27), (28) et ( V-î). on tirera de l’équation f /|.>) 

rEn (ü — 1), — « - • - O» ^ > (mod./?) 

^ ^ '(1.3 hui.2 k) ' 


ou, ce qui revient au même, 

(.'«6) = (mo(l./>), 
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Ja valeur de 11 ,. ^ étant 
(■'«7) II,. .K 


i . <..1 (Il ^ k) 

( t . î h ) ( I . k ) ' 


Il est bon d’observer (|ue la Ibriniile dans laquelle h,k et li,k 
sont lies entre (înx par les équations ( |f), s’étend au eas même où la 
somme 


redeviendrait inférieure \\ p ■ \ et se trouverait eomprise entre les 
limites 

O, P 

Alors, en elfet, eoiiime on aurait 

1,4 k>/>-i 

et, par suite, 

1.3. H (Il-I k)i:uo (lllO(l,/j), 

l’équivalenee ( ' 17 ) donnerait évideiiiinent 
(jo) II.U-0 

et, en conséquence, la Ibrinule ('|t3) se trouverait réduite à la tor- 
mule ( b)). 

Observons encore que de la formule (4*3). jointe aux é(|uations ( /ji), 
on tire immédiatement 


(•>0) = — II,. ., .4 {mo<J./ 0 . 

Dans les formules (|ui précèdent, cUacum* (b's lettres //, k repré- 
sent(* l’iin des nombn's 

0, r, 3, .... P — i 

et, par suite, chacune des lettres h, k représente* l’un <les nombre 

1, 3, 3 , 4, .... P -i. 

Pour rendre les notations facilement applicables au cas où 


A, Ar, 11, k 
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représonteraient des quantités entières quelconques, soit positives, 
soit négatives, nous désignerons généralement par 

llhW 

ce que devient le rapport 

1 .2.3 (h -i- k) 

(1.2 Il)(l.2 k) 

quand on y remplace les quantités entières 
h et k 

par les deux termes qui, dans la suite 

I, 2, 3, 4, />— I, 

sont équivalentes à ces quantités, suivant le module /> — i . Tada posé, 
la formule (5o), étendue à des valeurs entières quelconques de h et 
de donnera généralement, si /i -h/r n’est pas divisible par /> — i, 

(5i) S ( — Il . (mod.yo). 

Ajoutons que, si h-\-k devient divisible par /> — i. la formule (T)!) 
devra être remplacée, ou par la formule (33), ou par la formule (3()); 
savoir : par la formule (33) lorsque p — i divisera séparément h et k 
et par la formule (30) dans le cas contraire. 

(Concevons maintenant que, dans les formules (33), (30) et (oi), 
on remplace 

h par mh el k par mA-, 
m étant un terme de la suite 

O, I, 2, 3, ..., — a. 

Alors on trouvera : en supposant mh et mk séparément divisibles 
par P — I 

(Sa) a (inod./a) 

2 ® en supposant que p — i divise la somme 


m ( A - 4 - /,-) ~ mh 4- mk 
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sans diviser ses deux parties mA, mk^ 

( 53 ) ^ — I (mod./ï); 

en supposant le produit m (h -4- k') non divisible par — i, 

( S ( = __ ( mod. A>). 

Hn vertu de ces dernières éqiiivaleiiees, la iorinule (3o) donnera 


(55) 


-h n /</»-*)'« -4- ... -h t>» 


( mod./>) 


ou, ce qui revient au même, 

(56) a„.^ a -h II, /,,,*/*"» -h. . .H- Ilfp., (tnod.yw), 

pourvu que, i désignant l’un quelconque des nombres entiers 
I, 2, 3, ..., P — a, 

on ait soin de remplacer généralement le coclTicient z^"*, savoir 


Ilt//,tA- : 


i“ par l’unité, quand p — i divisera la somme des produits lA, ik 
sans diviser chacun d’eux ; 2® par le nombre 2 quand p — i divisera 
séparément chacun de ces produits. 

Lorsque, à l’aide de la formule (06), on aura calculé les valeurs de 

«0, *1, a, ..., 

correspondant à une valeur donnée de / et à des valeurs di; A, k pour 
lesquelles la somme A h- A n’est pas divisible par /» — i, alors, pour 
obtenir la valeur de 

R*,** 

il sulïira de recourir à l’équation (12). 

Pour montrer une application de la formule (oO), considérons en 
particulier le cas où l’on aurait 

P^ô. 


Alors, si l’on suppose, comme on peut le faire, t = 2, la formule (•>!)) 

OEuvres de C. — S. I, t. III. 2.5 
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donnera 


a„= -h n/,,x a"' n„,,,A.a*»» (mod. 5 ). 

Si d’ailleurs on prend 

h = A' — I , 

on trouvera 

a,„= a + n,., 2 *'« 4 - n,.a 2 *"' (mod. 5 ) 

on plutôt 

a,»= a -4- -r a*'"-h IL aa*'" (mod.5) 

en remplaçant, eoinuie on doit le taire. 

Ha, 

par rimité, attendu (jue/> — i =4 divise la somme 
a a 


des indices placés ici au bas de la lettre II sans diviser séparément 
chacun «l’eux. Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (47)» 



et, en vertu de la formule (4o). 

n;,,,= 0, 

on trouvera définitivement, dans l’hypothèse admise, 
a,„s a ■+■ a'^+’-t- a*"* (niod.5), 

ou, ce qui revient au même, 

a,„5?= a -4-(— i)"' 4 - a'"^' (inod.5), 

puis on conclura : r pour des valeurs paires de /w, 
a„, = — a -1- a"'-^* ; 

2 “ pour des valeurs impaires de //i, 
a„, . ^ I •+■ 

<‘t, jiar suite, 

ao:.-j:o, a,H=5-:£0, at = 6:^i, ai=i 7 = a (mod.5). 
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Donc, puisque chacun des coefficients 


a©» «1, a*, as 

doit être nul ou positif et ne peut surpasser p — 2 -- i, on aura néces- 
sairement 

{«0=0, a,— O, a, ::.l, 

(’.ela posé, la formule (12) donnera 

On se trouve <lonc ainsi ramené à l’une des formules que nous avions 
déduites directement de la formule (8). 

On pourrait remarquer que runité, par la(|uelle nous avons rem- 
placé le coefficient 


est équivalente à ce coeflicient suivant le module >. Mais on se trom- 
perait si l’on supposait que, dans le cas où p — i divise h 4- k sans 
diviser h et- k, on a toujours 


Tïh.kSi ( 1110(1. P). 


Effectivement, en prenant comme ci-dessus p = "i, on trouvera 




i.ï.S./i ___ 

r. (TTX) ” 


(mod. 5)* 


En général, si /? - i divise h -+- k sans diviser h et k, alors hetk, 
étant réduits chacun à l’un des nombres 


I, 2, 3 , ...» /> — 2 , 

fourniront une somme précisément égale à /> — i* en sorte qu’on aura 

Il -I • k -r /I — I :t i — 1 ( lllOll./» ), 

k;-a — Il -I (inod./-*), 

et, par suite, 

(k H- i) (k 2 ). . .(k + II) = (— |)'‘1 .2.3 II. 
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Or, on tire de cette dernière formule 

, _ .h= (k-t-i)(k-Ha)...(k-^-h) ^ î.a.3 (k + li) 

' ' 1.9 Il (1.9 Il)(l.9 k)’ 

par conséquent 

(57) n,..k:s(— i)** (mod./j); 

et il résulte évidemment do l’équivalence (07) que, dans la for- 
mule ( 56 ), on peut laisser à pour coefficient, l’expression 

nih,tk, 

lors même que p — 1 divise la somme th -h tk, sans diviser ih et ik, 
pourvu que ih et ik offrent des valeurs paires. 

Une conséquence importante à laquelle on se trouve immédiatement 
conduit par la seule inspection des formules (8) et ( 5 i), c’est que, 
dans le cas où la somme h -hk n’est pas divisible par /) — i, l’ex- 
pression 

équivaut, au signe près, à ce que devient la fonction entière de t 
représentée par 

Ra,<» 

quand on y remplace une racine primitive do l’équation 


par une racine primitive t de l’équivalence 

(mod.yti). 

(^.ette dernière racine i doit d’ailleurs coïncider avec celle que renferme 
la formule (9). 

Lorsqu’on veut appliquer à des cas particuliers les formules ci- 
dessus établies, toute la difficulté se réduit à trouver, pour des valeurs 
de h et de k positives, mais inférieures au module p, des quantités 
équivalentes aux expressions de la forme 

U — (h-t-k) 

( 1.9 h)(i.9 k)’ 
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c est-à'dire aux coefficients numériques que renferme le développe- 
ment de la puissance 

du binôme i h-/. Le calcul direct de ces coefficients devient assex 
pénible lorsque le nombre / acquiert une valeur considérable. Mais 
alors même des quantités équivalentes à ces coefficients, suivant le 
module/), peuvent être assez facilement obtenues par l’une des mé- 
thodes que nous allons indiquer. 

D’abord, si, en désignant par t une racine primitive de l’équivalence 
I (mod./>), 

on nomme indices des nombres entiers 

«, a, 3, 4, ... 

les diverses valeurs de l’exposant i, pour lesquelles la puissance 
deviendra successivement équivalente à ces nombres entiers suivant 
le module/), il est clair, d’une part, que deux nombres seront équiva- 
lents, suivant le module /), quand leurs indices seront, ou égaux, ou 
équivalents suivant le module />— i» d’autre part que l’indice d’un 
produit sera équivalent à la somme des indices de ses facteurs et 
l’indice d’un rapport à la différence des indices de ses deux termes. 
Cela posé, si, en se bornant à considérer des nombres entiers et des 
indices plus petits que la limite /), on construit deux Tables qui 
offrent le nombre correspondant à chaque indice et l’indice corres- 
pondant à chaque nombre, l’addition successive des indices placés à 
la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices 
des produits 

r.3, 1.3. S, i.a.S.4, ... 

et dès lors il deviendra facile de calculer l’indice du rapport 
n — (h H-k) 

().« h)(i.a k)’ 


par conséquent une quantité qui soit équivalente k ce rapport suivant 
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le module p, M. Jacobi ayanl cirocti veinent eonstruit les Tables dont 
nous venons de parler pour toute valeur de p inférieure à looo, il en 
résulte que, pour une semblable valeur, on obtiendra sans peine un 
nombre équivalent à 11 ,, ^ suivant le module p. 

Il est bon d’observer qu’au lieu de réduire chaque indice» à l’un des 
nombres 

O, I, 2, 3, p — 'i. 


on pourrait le réduire à l’une des quantités 



P~\ 

2 ’ 2 


Supposons, pour fixer les idées. 

Alors en prenant, comme on peut le faire, t — lo, on reconnaîtra 
qu’aux nombres 

I. 3. 4« 3, 0, 7 , 8 , 9 , lo. II, 12 , i3, i4, i5, i 6 

correspondent les indices 

O, 10, II, 4> 7, 5, 9 , i4, 6 , I, i3, i5, 12 , 3, 2 , 8 


ou 

O, - 6 , -5, 4, 7. 5, - 7 , - 2 , 6 , I, -3, -I, -4, 3, 2 , 8 . 

Or les sommes formées par l’addition successive de ces indices seront 
équivalentes, suivant le module ifi, aux quantités 

O, — 6 , 5, — 7 , O, 5, — 2 , —4, 3 , 3, O, —i, — r>, -* 2 , O, 8 . 

Donc ces dernières quantités représenteront les indices des produits 
de la formiî 

1.2.3.4 h, 

pour les valeurs de h représentées par les nombres 


1, 2, 3, 4> t), 7, 8, 9, 10, II, 12, i3, i4, i3, 16. 
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Ainsi, en particulier, quatre de ces produits correspondront à l’indice o 
et seront, en conséquence, équivalents h runité suivant le module 17 ; 
tandis qu’un seul produit, ayant 8 pour indice, sera équivalentà 16 ou 
il — I, suivant ce même module. Les quatre produits équivalents à -h i 
seront ceux qu’on obtiendra en prenant pour h un des nombres 

1 , 5 , II, I r> 

et se réduiront à 

I, 1.3. 3 . 4. 5 , 

1.3.3.4.5.6.7.8.9.10.11, 1.3.3.4.5.6.7.8.9.10.11.13.13.14.15, 

tandis que le seul produit, éqiiivaicnt à - i, sera, conformément à un 
théorème connu, le produit de tous les nombres entiers positifs infé- 
rieurs au module 17, savoir: 

1.3.3.4.5.6.7,8.9.10.11.13.13, i4 . i 5 . 16, 

Il sera maintenant facile de calculer les valeurs de 




correspondant à la valeur 17 du module p et à des valeurs données 
de h, k. Ainsi, par exemple, en posant 

h = 4. k = 4, ln-k™8. 


on trouvera pour indice des produits 


les quantités 


i.a.3.4, 1 .3. 3 . 4. 5 . 6. 7. 8 


Donc l’indice du rapport 


Il - i.a.3.4.5.6.7.8 

(i.a. 3 . 4 )(i. 3 . 3 . 4 ) 


sera 


— 4 4- 7 -h 7 — 10 = — 6 (mod. 16), 


et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, suivant le module 17, 
au nombre 2. Pareillement, si l’on prend 


h — a, 


)t = 6. 


A -H ^ - 8, 
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on trouvera pour indices des produits 


les quantités 


i.a, I. a. 3. 4*5. 6, i .a. 3. 4. 5. 6 . 7. 8 

-6, 5, - 4 . 


Donc l’indice du rapport 


sera 


R] 


— ' .a.3.4.5.6.7.8 

‘ (I .a) (I .a. 3 . 4. 5 . 6 ) 

— 4 + 6 — 5= — 3, 


et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, suivant le module 17, 
au nombre 1 1 ou, ce qui revient au même, à la quantité négative — 6. 

Au reste, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour chaque 
module, rindico correspondant à un nombre ou le nombre correspon- 
dant à un indice donné, on pourrait, à l’aide de simples additions et 
soustractions, obtenir facilement des quantités équivalentes aux di- 
verses valeurs de ITh c’est-à-dire aux nombres ügiirés des divers 
ordres. En effet, d’après les propriétés bien connues de ces nombres, 
on peut les déduire par addition les uns des autres en formant ce 
qu’on appelle le triangle arithmétique de Pascal. 11 suffira donc, pour 
arriver au but qu’on se propose, de calculer quelques-uns des termes 
que doit renfermer le triangle arithmétique en réduisant chacun d’eux 
à un nombre inférieur au module donné ou à une quantité dont la 
valeur numérique ne surpasse pas la moitié de ce module. Entrons à 
ce sujet dans quelques détails. 

Supposons les deux nombres h, k inférieurs au module p ou même 
àyt? — I . Il suit évidemment de la formule (47) que les valeurs de 

Ra,*» Ra— !,*♦ Ra,*-! 

seront respectivement égales aux produits du rapport 

i.a.3 (h 4 -k — 1 ) 

l(«-2 (h — i)J[(i.a (k-i)] 

par les trois nombres 

h -t- k I I 
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Or, comme le premier de ces trois nombres est précisément la somme 
des deux autres, nous devons en conclure qu’on aura 

De plus, il est clair qu’on aura, en vertu de la formule ('17), non seu- 
lement 

(59) llh.k:=llk.h. 
mais encore 

(60) nh,i~li-M, lli.k— k-t-i. 

Ola posé, imaginons une Table, analogue à la Table cbî Pytliagore, 
dans laquelle la première ligne verticale et la première ligne horizon- 
tale renferment les valeurs de h, k positives et inférieures à /> on même 
à )» — I, c’est-à-dire les nombres 

I, a, 3, 4» •••» /> — '<> 

et concevons que, dans la case correspondant à des valeurs données 
de h, k, on place une quantité, non seulement équivalente à llh,k> i^ui- 

vant h* module />, mais, de plus, renfermée entre les limites — -f- 

11 résulte des formules ((Jo) que, dans la Table dont il s’agit, chaque 
terme de la seconde ligne horizontale ou verticale sera équivalent au 
terme correspondant de la première ligne augmenté (h^ l’unité, et de la 
formule (58) que, dans chacune des autres lignes horizontales et ver- 
ticales, un terme quelconqué sera équivalent à la somme des doux 
termes antérieur et supérieur, c’est-à-dire des deux termes (|ui le pré- 
cèdent immédiatement, l’un dans la même ligne horizontale, l’autre 
dans la même ligne verticale. Or, ces remarques fournissent un moyen 
très simple de construire la Table que nous venons d’imaginer et qui, 
dans le cas où l’on suppose = 17, se réduit à la suivante : 

•26 


OFMvres de C. — S. I, t. 111. 



202 


MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


Quantité.t équivalentes aux nombres figurés suivant le module p = 17 . 



Dans la Table, précédente, on s’est dispensé d’écrire les quantités 
auxquelles devient équivalent, lorsque la somme h + k est ren- 
fermée entre les limites /;, ‘i{p — \)\ attendu que ces quantités, en 
vertu de la Ibrmnle se réduisent toutes à zéro, comme celles qui 
correspondent au cas où l’on a 

h 4- k " p. 

Quant à celles qui répondent au cas où l’on a 


llH- krry:? — I, 
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elles so réduisent alternativement, en vertu de la formule (07), à -i- 1 
ou à — 'i, selon que h est pair ou impair, et occupent les cases situées 
sur l’une des diagonales de la Table. Les cases situées sur l’autre dia- 
gonale renferment les quantités 

a, 6, 3, 2, — 3, 6, — 2, I 
qui représentent les valeurs de 

Hh.h 

correspondant aux valeurs 

I, 2 , 3 , 4 » •'»» 6 » 7 , 8 

du nombre h; et, dans les cases symétriquement placées à l’égard de 
cotte autre diagonale, on trouve des quantités deux à deux égales entre 
clics, conformément à l’équation (59). Ajoutons (jue les quantités 
écrites dans la partie du Tableau comprise entre» la première ligne 
horizontale, la première ligne verticale et la première diagonale, sont 
encore, dans chaque ligne horizontale ou vcrticTiie, égales deux à 
deux, au signe près, à distances égales des extrémités d (5 chaque ligne. 
Or, c’est ce qu’il était facile de prévoir. Car si l’on nomme 

h, k, 1 


trois quantités entières, non divisibles par /> — i et choisies de ma- 
nière à vérifier la formule 

((îi) Il 4- k -e 1 1 

ou même, plus généralement, de manière à vérifier l’équivalence 

(62) Ii-i-k-t-l = o (inod./^ — i), 


on aura, en vertu de l’équation ( î). 


et, par suite. 


- ( — 1)' ^ 






Or, cette dernière équation devant subsister, ainsi ({ue la for- 
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mule ((3i)oii ((> 2 ), lorsqu'un échange entre eux les nombres 


h> K I, 

on en conclura 

(63) = (- i)‘Ru-(- i)‘R,.,= (- O'R.,.. 

On aura donc, dans l’hypothèse admise, 

(61 ) (- 1 )- Rk., = (-!)“ R, .R ^ - I )' Rh.k ; 

et, en remplaçant t par /, on trouvera 

(65) = = (rnotl./^). 

On tirera d’ailleurs de la formule (G5) 

Ilh.,7-(- i)‘-'‘IIh.k=s(— i)"IIh.k (mod./?) 
ou, ce qui revient au même, 

( 6C ) II,,.,,_i_h_k ^ (— 0''Mh.k ( inod. P ). 

Il serait au reste facile de déduire direcl<‘ment la formule (66) 
de l’équation (I 7 ), par un calcul semblable à celui qui nous a con- 
duits à la formule ( 37). 

Les formules (49)» ( >7 )* ( 3d). (> 39 ), (Oo), (()(>) offrent le moyen 
de simplifier la recherche des quantités équivalentes à Ilhj,, et la con- 
struction de la Table qui les renferme; et d’abord il résulte des for- 
mules ( 49 ). ( 37 ) (ju’on pourra se borner à calculer, dans celle Table, 
les lermes correspondant à des valeurs de h, k, pour lesquelles on 
aura 

(67) lu- K </>-!. 

De plus, eu égard à la formule (v3<)), on pourra supposer que h est 
le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux nombres de- 
viennent inégaux; et, en admettant cette supposition, on tirera de la 
formuleX(37) 


(68) 
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Ce n’est pas tout : en vertu de la formule (t>C). ôn pourra se borner 
à calculer celles des quantités équivalentes à ^ pour lesquelles on a 

k ' /> — I — Il — k, 

par conséquent, 

(69) 

et, de la condition 

I» K 

combinée avec la formule (Gq), on tirera 
t7o) 


On pourra donc, dans la Table ci-dessus mentionnée, conserver 
seulement la première ligne horizontale et la première ligne verticale, 
avec les cases correspondant aux valeurs de h, comprises entre les 
limites 


h=i, 


li = 


3 


on 


r - • 

3 


et aux valeurs de k, renfermées entre les limites 


k = li, 



ou 


/> — ri k 
a 


Ainsi, en particulier, si l’on suppose /> = 17, la Table dont il s’agit 
pourra être réduite à la suivante ; 

Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant le module 17. 



1 


i 

4 

> 

0 

7 

1 

•2 

3 

4 

> 

(i 

7 

8 

*2 


0 

-7 

•2 

4 

-f. 

■2 

3 


3 


:î 

—I 





a 


fj 


7^ 




—3 
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Pour construire cette dernière Table, il suffit de placer dans la pre- 
mière ligne verticale les valeurs de h inférieures à 


savoir 


P — » 
3 


et dans la première ligne horizontale, les valeurs de k inférieures à 


•À 

savoir 

1, a, 3, 4» 6, 7; 

puis de remplir, pour chaque valeur de h, les cases correspondant 
aux valeurs de k comprises enfre les limites 

i>. 

•i 

en opérant comme il suit : 

Pour obtenir les termes 

2, 3, 4, 5, <), 7, 8 

qui devront composer la deuxième ligne horizontale, on ajoutera 
runité aux terirn's correspondants de la première ligne. De plus, 
comme des formules (58) et (5ç)) un tire 

il est clair que, dans chacune des lignes horizontales qui suivront la 
deuxième, le premier ternie conservé devra être équivalent, suivant le 
module 17 , au double du terme immédiatement supérieur, et chacun 
des autres termes conservés h la somme faite des deux termes placés 
en avant et au-dessus de celui que Ton considère. 

kn opérant de cette maniéré, on trouvera pour termes de la troisième 
ligne horizontale, les quantités 


- 7 = 6 -1-4, 

- ^ " 4 -H 7, 


6 = 3.3, 


— 3 =— 7 ^- 5 , 
2 =_ 6 -+- 8 ; 


rr - • 2 -f- 6, 
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pour tormcs de la quatrième ligne, les quantités 

3==a(-~7), 1 = 3 — 2, 5 = 14-4, -1 = 5-6; 

pour termes de la cinquième ligne, les quantités 

2 = 2.1, 7 = 24 - 5 , 6 -T 7 — I ; 

enfin, pour terme unique de la sixième ligne horizontale, la quantité 
— 3r;::2.7 (mod. 17). 

A la seule inspection do la Table construite comme on vient de le 
dire, on obtiendra immédiatement les quantités équivalentes à llh.n, 
pour des valeurs de h et de k non situées hors des limites 

(72) h = i, li=^î^; k = h, k = 


et fou trouvera, par exemple, en supposant toujours /> = 17, 
II*, ^£3 2, 11 *,,= — 6 (mod. 17). 


Si les valeurs de h, k, n’étant plus situées entre les limites (72), 
étaient néanmoins des valeurs positives propres à vérifier encore la 
condition ( 6 y), on devrait joindre à la Table construite les for- 
mules ( j()) et (()()). On trouverait ainsi, par exemple. 


11,.,= n,,*^ II*,.- 6 
1I7.7 ^ ” W7,» = n*,, = 2 


(mod. 17). 


Enfin, si les quantités h, k acquéraient des valeurs quelconques 
positives ou négatives, mais non divisibles par/^ — i, on devrait d’abord 
les réduire, par l’addition ou la soustraction de /> — i ou de ses mul- 
tiples, à des quantités positives, mais inférieures à /> - 1, puis, après 
celte réduction, on aurait recours soit à la formule ( 40 )* à la 
formule (57), soit à la Table construite et aux formules (59), ( 06 ). 
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suivant que la somme h -f- k serait supérieure, égale ou inférieure au 
nombre — i. 

11 est inutile de s’occuper du cas où rune des quantités h, k et, par 
suite, rune des «juantités k deviendrait divisible par/», attendu que, 
dans cette hypothèse, on n’a plus besoin de recourir à la formule ( jG) 
pour déterminer la valeur de Ra,* qui, en vertu de l’équation ( j), se 
réduit à — I. 

Un moyen fort simple de prévenir et de reconnaître les erreurs qui 
pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessus men- 
tionnée, consiste ii introduire dans chaque ligne horizontale un terme 
de plus. Ktlectivement. en vertu de la formule (Gti), si l’on fait entrer 
un nouveau terme dans une ligne horizontab^ correspondant à une 
valeur données de //, ce nouveau terme devra être égal au terme précé- 
dent, pris en signe contraire, ou à l’avant-dernier terme de la même 
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un nombnt 
pair. Donc si, au moment où l’on parvient à l’extrémité d’une ligne 
horizontale, il arrivait que la condition dont nous venons de parler ne 
fut pas remplie, on devrait recommencer le calcul des termes compris 
dans cette ligne. En opérant comme on vient de le dire, et supposant 
par exemple on obtiendra, au lieu de la Table trouvée plus 

haut, celle que nous allons transcrire : 

Quantités équivalentes aux nombres suwaut te module 17. 



Si l’on supposait au contraire /# = 19 ou/? = 29, on obtiendrait les 
Tableaux suivants : 
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Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant le module 19. 



• 

-2 

3 

4 

•» 

(> 

7 

8 

0 

1 

■2 

3 

4 

5 

6 

7 

R 


~9 

2 


6 

— 0 

-4 

■X 

<1 

2 

7 

-2 

3 


1 

—3 

— 1 

8 

(> 

6 


4 



-6 

17 

1 

T 

1 


5 




5 

♦î 

6 



6 





i 





Quantités équivalentes au.c nombres figurés suivant le module 29 . 



Lorsque, dans la formule ( 5 G), 011 subslitue les quantités équiva- 
lentes à 

•••» ïlfp 

déterminées par l’une des méthodes que nous venons d’exposer, on 
obtient une valeur de a», qui dépend évidemment de la valeur attribuée 

OF.uvre$ de C. — S. I, t. III. *7 
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à /. Or, / désignant une des racines primitives de Téquation 


si Ton pose 


(mod./»), 


(étant un nombre premier à/» — i, sera une autre racine primitive de 
la même équivalence; et comme, dans 0^, le coelïicicnt de 


sera 




T 




il est clair que, remplacer dans 0^, t par /', revient à y remplacer t* 
par Donc, substituer k la racine primitive t la racine primitive 
/'zs/*, c’est, en d’autres termes, transformer 0^ en.0,>i, par conséquent 


0* en 0a, (‘t 


R 


_ 

htk •— — — 


en 


BiA.a = 




Ainsi, par exemple, comme, en prenant p — fi et 
on trouve 

R,^,=rT*-i- 3 t’, 2T, 

si l’on prend, au contraire, 

< = 3 = 2* (mod. 5), 

on trouvera 

R,,,r=T®+ 2T®=:T'H- 2T, R3,,= T®-h 2 T® = T* ■+■ 2T*. 

Donc, substituer k la racine primitive 2 la racine primitive 
3 = 2* (mod. 5), 

Kt,i en R3,, 

Rs,j en R3^3= R|,i. 


ce sera transformer 
et réciproquement 
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Les diverses Ibrinules obtenues dans cette Note se rapportent au cas 
où la valeur de est donnée par réquatiori (i). Si, en désignant par n 
un diviseur de/> — i, et posant 

( 73 ) /? — I /m, 

on nommait 

P. r 

des racines primitives des formules 

et J?" — I ( rnod. /> 

on pourrait prendre 

P = (inod./^). 

Alors, en remplaçant 

h par ra/i, k par inX', 
puis écrivant, pour abréger, 

©A au lieu de ©nA. 

K/j,* ” 

Ha, A » ïlnrA.raA» 

on obtiendrait, à la place des formules trouvées dans cette Note, des 
formules analogues obtenues dans le Mémoire. Ainsi, en particulier, 
la valeur de 0^ serait généralement fournie, non plus par l’équation (i), 
mais par la suivante 

{ 7 /, ) S^-0 -h p" -H p*'‘ 0'* + .... - 4 - P </'--* J '' ô''” 

et l’on aurait : i” en supposant /^ divisible par ai, 

( 7 . 5 ) 0 ,,— 00 :=; — 1 ; 

2 '* en supposant A non divisible par ai, 

(76) 0A0_A = (-irV- 
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De plus, en posant toujours 

= RA.ArHA-fit» 


ou, ce qui revient au même, 

( 77 ) Ra.*= 


HaBa 


on trouverait : i" pour des valeurs de A ou de >1 divisibles par /i, 

(78) Ra.*=-i; 

2® pour des valeurs de h non divisibles par /i, 

(79) Ra,-a^--("1)®V; 

3 ® pour des valeurs de h, de k et de A h- non divisibles par /i, 

( 8 ®) Ra,*R-a,-a~/>* 

Ajoutons que, si A -h ^ n’est pas divisible par /î, l’on aura 

( 8 «) HA,A=S(p/'*-^^*), 

le signe S s’étendant à toutes les valeurs de i comprises dans la suite 

1 , 2 , 3, . . . , — 2 , 

et les valeurs correspondantes de f,y étant choisies de manière à véri- 
lîer la condition (<)), c’est-à-dire la formule 

(inod./7). 

Concevons mainteivtnt que, dans le second membre de la for- 
mule (81), on réduise l’exposant de chaque puissance de p h l’un des 
nombres 

O, J, 2 ^ 3, , . . , n — i. 


Ce second membre deviendra une fonction entière de p, du degré 
/I — i; et l’on aura identiquement 


(82) 
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So» ^2. an-i désignant des nombres entiers, dont plusieurs 
pourront s’évanouir, et dont la somme, égale au nombre des valeurs 
de ï, vérifiera la lormulo 


( a«— I ~ P — 2é 

Cela posé, l’équation (8i) donnera 

(84) Ra.*= ao-H a,p . . + a„_ip«-‘. 

(concevons d’ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci- 
dessus adoptées, l’on remplace 

h par CT h et k par crk, 


dans le second membre de la formule (47). (’ette formule, réduite à 


(85) 




— .fp(h H-k)] 

( I . . CT II ) ( I . a . . . CT k ) ’ 


fournira la valeur de 11^ ^, dans le cas où les quantités h, k se réduiront 
à deux termes de la suite 

I , a, 3, . . . , /I ; 


et, dans le cas contraire, II,, représentera ce que devient le rapport 

I .a. 3. . .[gT(h -t- k)] 

(i .a.3. . .cTh)(i ,a.3. . .crk) 

quand on y remplace les quantités entières h, k par les deux termes 
de la suite 

If 3 , 3, /i, 


qui sont équivalents à ces mêmes quantités, suivant le module n. 
D’autre part, à l’aide de raisonnements semblables à ceux par lesquels 
nous avons établi les formules (19) et -(26), on prouvera que les 
valeurs de 

ao, Bi, at, ..., an-i, 

renfermées dans les équations (82) et (84), vérifient non seulement 
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les formulos 


( 86 ) 

1 80 4" a 1 
\ ao-Ha,p 

1 ao-+-aip* 

-H aj 4 - . 

4- a, P* 4-. 

4- a, P* 4-. 

.4-a«_, — 2, 

. 4 .a,.,p'- =S(p'''-v*), 

.4-a« ,p*('*-*)=g(p*«A+yx)^ 


a„-Ha,p«- 

4- a,p*<"-‘> 4 -. 

. . 4 - a„_,p<'*-'>’r= 

mais 

encore les suivantes : 



1 80 4- ai 

4 - a, . 

.. 4 -a„_i =3 y? — a (mod. 


\ ao 4 - a,r 

4 - a*/* 4-. 

. . 4- a„_, r**-' = S ( 

( 87 ) 

1 ao+a,/* 

4- a, /•' 4- . 

. . 4- a« , = S ( r*f'A+y/r))^ 


aû-4-a,/-"- 

1 4. {„/■*('* -04-. 

. . 4- a„_,rf« »* 


ot cos (lorniôros, rospoclivoniont iiiultipliéos par les lactours 

J «I ^ ^ ^ — i)M 


puis, combinées entre elles par voie d’addition, l’on conclura 


(8S) 


l Ai a,« = /> — a + /-«* S ( g ( . 


(tnod./>). 


De plus, si l’on remplace h par tsh e.t k par uk dans les premiers 
membres des Ibrrnules (52), (53), (5/|), on tirera de ces l'ormules : 
1 *’ en supposant mh et nk séparément divisibles par //, 

(S9) = — a (luod. yOî 

2 " en supposant (|iie n divise la somme 

//i(A H- A ) — m/l -h m/', 

sans diviser ses deux parties m/i, mk, 

(yo) S( ;■/«(«/»+;*}) = _ I (mod.yv); 

3” en supposant le produit m(A k) non divisible par /^ 

(9') — (mod.yj), 
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attendu que l’on devra, en vertu des conditions admises, écrire sim- 
plement au lieu de nmBiA.,«er*‘ Donc la formule (88) donnera 


(92) 


— nii„, = a H- II-/,.-*/- + H-, A,_, *;-*«»+ . . . 


(mod.^), 


OU, ce qui revient au même, 

(98) (mod./j), 

pourvu que, i désignant Tun quelconque des nombres entiers, 

I, a, 3, ..., rt — I, 


l’on ait soin de remplacer généralement le coelTicient de r'"*, savoir : 

ïltA.t*» 

i" par l’unité, quand n divisera la somme des produits lA, lA sans 
diviser chacun d’eux ; 2" par le nombre 2 quand n divisera séparément 
chacun de ces produits. Enfin, comme ou tire do l’équation (73) 

WBTS5— I (mod./>), 

il est clair qu’en multipliant par a les deux membres de la for- 
mule (î)3)* on la réduira immédiatement à celle-ci 

(9i) (müd./>). 

Pour appliquer à des cas particuliers la formule (f)4)* on devra 
d’abord rechercher des quantités équivalentes, suivant le module /i, 
aux nombres figurés qui représenteront les diverses valeurs de II,, k. 
ün y parviendra sans peine à l’aide des méthodes précédemment 
exposées, en commetH^ant par réduire <;hacune des quantités h, k à un 
terme de la suite 

I, 2 , 3, ..., « — I. 

Après cette réduction, si l’on a 


lu- k > /I, 
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ou 

lu- k = «, 

on en conclura, dans le premier cas, 

(95) Ilh.k^o (mod./)), 

et, dans le second cas, 

(96) nh,k=(— 1)0" (mod. y?). 

Si l’on a, au contraire, 

h -H k < /#, 

on pourra, eu égard aux deux formules 

(97) nk.h=:nh,k 

et 

(98) H|,.«_k_h^(— i)’®’'nh,k (inod./>), 

ramener la rechcrclie d’une quantité qui soit équivalente à n„,k suivant 
le module yj, au cas particulier dans lequel h, k représenteraient deux 
nombres non situés hors des limites 

(99) h — I, k — h, k — - ^ ** . 

D’ailleurs, h, k étant deux nombres de cette espèce, le terme équivalent 
à llh k. dans la Table que nous avons appris à construire, sera celui que 
renfermeront la ligne horizontale, dont le premier terme est nh, et la 
ligne verticale, dont h^ premier terme est uk. 

(Concevons, pour fixer les idées, que l’on prenne 

P = 'l* /i = 4. 

On aura 



et par suite le terme équivalent à II,,,, dans la Table do la page 208, 
sera celui que renferment les lignes horizontale et verticale, dont les 
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premiers termes se réduisent au nombre xs — 4. On aura donc 
TI|,|sa (mod. 17). 

Si, en supposant toujours p = 17, on prenait 


on trouverait 


n = 8, 



~ 2; 


et, par suite, le terme équivalent à II,., dans la Table dont il s’agit, 
serait celui que renferment les lignes horizontale et verticale dont les 
premiersi termes se réduisent aux nombres 


On aurait donc alors 
Soit encore 
On trouvera 


BT = 2, 3 bt = 6. 
n,,a33 — 6 (mod. 17). 

P — 29, n — 7. 



et le second Tableau de la page 209, joint à la formule (98), donnera 
II,,t^i2, n,,,= — 6, = - 7 (mod. 29). 


On aura d’ailleurs 

n*,s = 0. Ils,, H=0. 

Enfin, si, en nommant p une racine primitive de l’équation 


l’on pose 


= I, 


îio-h a,p -Fa,p*-H a,p*4-avp‘-+- ajp®-Ha»p*, 


la formule (94)* jointe à celles que nous venons d’obtenir, donnera 
a,„ 4 ( a 4- I a r"‘ — — 7 /•’»*) ( mod . /> ), 

r étant une racine primitive de l’équivalence 

(mod. 29). 


CEuvret de C. — S. I, t. IIJ. 


28 
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D’autre part, 

/ = lO 

étant une racine primitive de Téquivalence 

(mod. ag), 

on pourra prendre 

r = (mod. ag), 

ce qui réduira la valeur trouvée de a„ à 

a;„!s4[a-i-ia( — 5)'" — 6.5*'*— 7 ( — 5)*"*] (mod. p). 

Si, dans cette dernière iorniule, on attribue successivement à m les 
valeurs 

O, I, a, 3, 4f 

on trouvera 

ao3sa4 = at=4> «1 = 0, a]«a,ss6, aesS (mod. ag); 

et, par suite, puisque chacun des coefficients 

Og, 3 ), Bg, dj, a^, Bg, 8$ 

doit être nul ou positif, mais inférieur au module 29, on aura 

a,= a*=:aa= 4 , «1 = 0, 81=83 = 6, ag =3 

R,,, = 3 p»-t- 4(H- p*-t- P») -H 6(p» -h P»). 

Si maintenant on substitue à p Tune des puissances 

P*, P*, P*, p‘, P*, 

on trouvera immédiatement 

R,,,= 3p»-h4(i + p -H?*) + 6(P^-HP*), 

R»,3= 3p*+ 4(* -4“ p’4- p) 4- 6 ( P* 4- P*), 

3p»4- 4(* 4- P* 4- P*) 4- 6(p 4- p*), 

Rs,!— 3p*4* 4(1 4- P* 4- P*) 4- 6(p» 4* p), 

Re,®— 3p 4-4('4-p*4-p*)4-6(p'‘4- p*)- 
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Si, en prenant toujours 

P - ag» « = 7 » 

on supposait 

*0-1- *iP -l- ajp*H- ajp* -t- asp* -+- aep*, 

alors de la formule (94)* combinée avec les suivantes : 

ni,t=a, = n^.i iiij = a, 

^8,6^0* Ustio— O, IIs,(l= O, 

on tirerait 

a,„H3 8(1 + /•«*-+- /•*"•-+- r‘"‘) (mod. ag), 
ao s 8.4 = 3 a = 3 (mod. 39) 

Ho = 3 î 

puis, en prenant r= — 5 , on trouverait 

ai = aj=a* — 6 , aj — at=at=a, 

et l'on aurait par suite 

Ri,«= 3 -h 6( P + p*4- P») + 2(p» + p»-+. p«). 

Comme on aura d'ailleurs 

P -H p*-+- p’-h P* 4 - p*-+- p* = — I, 

si l’on pose, pour abréger, 

p4-p*4-p»-p»-p»— p« = A, 

on trouvera encore 

I — A 14- A 

P-+-P‘-+-P*~ p»-Hp»+p« = 

et par suite la valeur de R, 3 deviendra 

R,,,=-,-H 2 A. 

En remplaçant successivement dans cette dernière formule p par cha- 
cune des puissances 


p% P», pS pS P", 
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on en tirera 


Ri,* — R»,i — R*, 8 — — 1 •+■ sA, Rj,* = R«,io = Rê,u = — i — aA, 
ou, ce qui revient au même, 

Rt,*= H*,4= Ri,!^- 1 + aA, R,.,= R,,,= R,,,=:- I — aA. 

Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans le cas où 
l’on suppose la valeur de déterminée, non par l’équation (i), mais 
par l’équation (7/i). la formule ( 03 ) doit être, eu égard aux notations 
adoptées dans la seconde hypothèse, remplacée par cette autre formule 

= (- ir''R,,,=(- ir>R.,,= (_ 

qui, pour des valeurs paires du nombre o, se réduit simplement à 


On doit d’ailleurs, dans ces deux dernières formules, prendre pour 
11, k, I 

trois quantités entières, non divisibles par n, et choisies de manière 
à vériüer non plus la condition (O2), mais la suivante ; 

h -H k -h I O (moü. /t). 

Si, pour fixer les idées, on suppose = 7, on pourra prendre 



h-izi. 

kn-a. 

1 = 4 , 

ou bien 





h = 3 , 

11 

1:^6, 


attendu qu’on aura, dans le premier cas 


et dans le second 


h 4 - k -4-1 = 7 , 
h + k -h 1 = 1 .^ — a. 7 . 
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D’ailleurs, le nombre /i = 7 étant impair, le nombre 

n 7 

devra être pair ainsi que /> — 1. Donc, en supposant /i= 7, on 
trouvera 


0i 


— 1^1,1 — II4, 


0 , 0 * 0 . 


R., 


= R...; 


ce qui s’accorde avec les formules déjà obtenues. (]omme on aura 
d’ailleurs, dans la même supposition, non seulement 


mais iMicore 
on en conclura 


H 


R...= 




R 

*‘“01; “ST’ 


Ri,j R,,i Ri,i — — P Rt,»* 


Or, il sera facile de vérifier cette dernière formule, en prenant p = 29. 
Alors, en effet, en vertu de la formule 


p + p*H-p’-hp*-r-p*+ p* = — I, 

on pourra réduire les valeurs précédemiiient calculées de R,,,, R^,,, 
à celles qui suivent 

Ri,i=a(p’-i-p*) — (p‘-h4p), R,,,= 3(p*,4-p*) — (p*+- 4p*), 

R*,,= a(p + p‘)-(p’4-4p‘); 


et l’un aura par suite 

Rj,i R, Ri.i a 5 -H 6 a (p 4 - P* -f- p*)— 54 (p* 4 - p® 4 - p*) =— 29 4 - 58 A = ag R,,j. 
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NOTE VI. 


SUR LA SONMR DES RACINES PRIMITIVES d'UNR ÉQUATION BINOME, 
BT SUN LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DE CBS RACINES. 


m Qi n désignant doux quantités entières, et (o leur plus grand 
commun diviseur numérique, on peut toujours, comme l’on sait, trou- 
ver deux autres quantités entières m, e, propres à vérifier la formule 

mu — - nv = 6j. 


Donc toute racine commune des deux équations binômes 

et par conséquent des suivantes . 


vérifiera encore l’équation binôme 
puisqu’en supposant 

mu — «0 =: W, 

on en conclura 

' — y.mu- n ¥ — -y. Il) 


Si d’ailleurs, n étant positif, on a pris pour x une racine primitive de 
l’équation 

ou, en d’autres termes, si x" est la plus petite puissance positive de x 
qui se réduise à l’unité, (o ne pourra différer de n; et par conséquent 
m sera divisible par /i, en sorte qu’on aura 

m = o (mod./t). 

Cela posé, n étant un nombre entier quelconque, nommons p une 
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racine primitive de l’équation binôme 
(0 
et 

/i, A-, /, ... 

les entiers inférieurs h /i, mais premiers à n. D’après ce qu’on vient 
de dire, p ne pourra représenter une valeur de æ, propre à vérifier une 
équation de la forme 

^•mh — I ^ 

que dans le cas où /wA, et par conséquent m, sera divisible par n. Or, 
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition 
est m = n. Donc 


sera la plus petite puissance de p* qui se réduise à l'unité. Donc 


P*, p', ... 

seront autant de racines primitives de l’équation (i). Ces racines seront 
d’ailleurs distinctes les unes des autres. Car si l’on avait 


on en conclurait 




p*-'*=i, et k — A=o (moil. /t), 


ou, ce qui revient au même, . 


et par conséquent 


k = h (mod./i), 
k = h. 


A, k devant être tous deux positifs et inférieurs à n. Ajoutons que les 
seules racines primitives de l’équation (i) seront les puissances 
entières de p, dont les exposants, premiers à /», pourront être réduits, 
par l’addition ou la soustraction de n ou d’un multiple de /i, à l’un 
des nombres 

A, k, /, .... 



m MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

En cfTot, si m représente» au signe près, un entier qui ne soit pas 
premier à n, alors, a> étant le plus commun diviseur do m et de /z, le 
produit 

mn 

tù 


sera le plus petit multiple de m, qui devienne divisible par n; et, par 
suite, 

sera la plus petite puissance positive de p”* qui se réduise à l'unité. 

Donc, alors p"* représentera une racine primitive, non plus de l’équa- 
tion (i), mais de la suivante : 

(a) J = i. 


Si m devient premier à n, on pourra en dire autant des produits 


Donc alors 


nth, mky mly .... 

p'«'% P»»*-, p'«', . . . 


seront encore des racines primitives de l'équation (i). D’ailleurs ces 
racines seront encore distinctes les unes des aulres. Car on ne pourrait 
supposer 

pwA_ 


sans en conclure 


pm(*-/,)_,^ m(A — /t)so (mo(i./t), 


par conséquent 
et 


k — h = Oy k~h (mod./z) 
k^hy 


A et A devant être tous deux inférieurs à n. Donc, si m devient premier 
à /I, les diverses racines primitives de l'équation (i) pourront être re- 
présentées, soit par les termes de la suite 
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soit par les termes de la suite 

qui coïncideront avec les termes de la première, rangés dans un ordre 
diflérent. 

Si, au contraire, m ai n n'étant pas premiers entre eux, w désigne 
leur plus grand commun diviseur, alors ceux des termes de la suite 

p"*^, •••, 

qui resteront distincts les uns des autres, représenteront les diverses 
racines primitives de l'équation (2). 

Supposons à présent que le nombre n soit décomposé en deux 
facteurs 

premiers entre eux, et nommons 

l* ‘fï 

des racines primitives des deux équations 

(3) x?:r:l, 

( 4 ) 

Les puissances 

TQ"*, 

et, par suite, leur produit 

SC réduiront évidemment à l’iinité, si m est divisible simultanément 
par f et par ou, ce qui revient au même, par le produit 

Donc on vérifiera l'équation (i) en posant 


OKuvres de C. — S. I, t. III. 


iC = $TfJ. 


29 
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Il y a plus : si m est choisi de manière à vérifier la condition 


on en conclura 
par conséquent 




ss O 

et 

par conséquent 


(mod.x), 

(5Yj)"'Xr=i. 


m = o (mod.x)i 


$«*x— I, 


mx = o (iiiod. 9)» 


m^o (mod. 9). 


Donc, pour que la puissance nf du produit ^y] sc réduise à Tunité, 
il sera nécessaire que m soit divisible à la fois par ^ et par 9 . ou, en 
d’autres termes, que m soit un multiple de n ; et, comme m = /t sera la 
plus petite valeur positive de m pour laquelle cette condition soit 
remplie, nous devons conclure que le produit Çq de deux racines pri- 
mitives, propres à vérifier les équations (3) et (4), sera une racine 
primitive de l’équation (i). 

Enfin, chaque racine primitive p de l’équation ( 1 ) ne pourra être 
formée que d’une seule manière par la multiplication de deux racines 
primitives propres à vérifier les équations (3) et (4). En effet, conce- 
vons que 


désignent encore deux racines primitives de ces équations. Si l’on a 

et, comme on aura d’autre part 
par conséquent 


on en conclura 
par conséquent 
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il est clair que le rapport ^ devra être une racine commune des équa- 
tions ( 2 ) et (3). Or, 3, étant par hypothèse premiers entre eux, leur 
plus grand commun diviseur tu sera Tunité. Donc la racine commune 
dont il s’agit sera la racine unique de l’équation 

ar = i, 

et l’on aura 

— =lt t),— TfJ. 
fl 

On trouvera de même $,= 5. Donc les produits 

l-n* ^,fij 

ne pourront être égaux entre eux que dans le cas où l’on aura 

10,= t). 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante. 

Théorème — Siie nombre entier n est le produit de deux facteurs 0 , 
premiers entre eux^ on obtiendra les diverses racines primitives de 
l’équation 

a:'‘ = I, 

et on les obtiendra chacune d’une seiUe manière, en multipliant succes- 
sivement les diverses racines primitives de V équation 

j^—v 

par chacune des racines primitives de l’équation 

Le théorème que nous venons d’énoncer entraîne évidemment ceux 
qui suivent. 

Théorème 11. — Le nombre entier n étant le produit de deux fac- 
teurs premiers entre eux, désignons par 


9* 9,* P-» 
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les diverses racines primitives de V équation 


puis nommons 


I ; 


^é* ••• ^/» ••• 


les diverses racines primitives des équations 


on aura 


Æ? = I et jptzrzi; 


(5) (p + p^+p^-4-.. .)=(! 4- 1^4-...) + 


Théorème 111. — Le nombre entier n étant le produit de deux fojc- 
teurs ç, Y, premiers entre eux^ si C on désigne par 

N, «t, X 


le nombre des racines primitives successivement calculé par chacune des 
trois équations 

47" = 1, 4??=I, J?X=|, 


on aura 


(6) 


iN = OX. 


Comme ces trois théorèmes sont évidemment applicables non 
seulement au nombre /i, mais encore aux nombres 9, y , facteurs de /i, 
ou mémo aux facteurs de o, lorsqu’il en existe, etc., et ainsi de suite, 
il est clair qu’on pourra énoncer encore les théorèmes suivants : 


Théorème IV. — Si le nombre entier n est le produit de plusieurs 
facteurs 

X. 'P. • • 

premiers entre eux, on obtiendra les diverses racines primitives de 
l’équation 

(l) 

et on les obtiendra chacune d’une seule manière» en cherchant d’abord 
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les diverses racines primitives des équations auxiliaires 

(7) xt—t, æj’K— I, 

et formant tous les produits ^ qui ont chacun pour facteurs : i” lune des 
racines primitives de l’équation a?’ = i ; 2® l'une des racines primitives de 
l’équation i ; 3 ® Cime des racines primitives de l’équation x^ = i, etc. 

Théorème V. — Le nombre entier n étant le produit de plusieurs 
facteurs 

?. X» 'P. ••• 

premiers entre eux, désignons par 

P» P,* P*. ••• 

les diverses racines primitives de C équation binôme 

jî" = I , 

et soient respectivement 

'tu* •••» "^ 1 * ^U* •••* ••• 

les diverses racines primitives des équations binômes 

.r? = I , j:/ — I , .r'V = I , . . . , 

la somme des racines primitives de la première équation sera le produit 
des sommes séparément formées avec les racines primitives de chacune 
des autres; en sorte qu’on aura 

(8) p + p,-Hp,+...T=:(t4-? H- )(yi + -H r]„+...)(C + M 

et, par suite, si l’on nomme i la somme des racines primitives de l’équa- 
tion (1), l’on aura 

(9) ^ + - . .) (Ç -h Ç,-f- — 

Théorème VI. — Le nombre entier n étant le produit de plusieurs 
facteurs 

?» X* 'î'» • • • 
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premiers entre eux y désignons par 

N. X, V. ... 

le nombre des racines primitives successivement calculé pour chacune des 
équations 

a?»=i, xX:=zit jr'l'rsi ...» 

on aura 

(10) N = 4>xv.... 

Soient maintenant 

V, v^ v% ... 

les facteurs premiers de dont l'un pourra se réduire à i. Le nombre n 
sera de la forme 

(11) n = . ., 

a^b^Cy . désignant des exposants entiers, et, si Von veut décomposer n 
en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces facteurs les 
quantités 

dont chacune est une puissance entière d'un nombre premier. 

Cela posé, les théorèmes que nous venons d’établir fourniront le 
moyen d’obtenir facilement, dans tous les cas, la somme 

» 

des racines primitives de l’équation (i) et le nombre 

N 

de ces racines primitives. C’est ce que nous allons faire voir. 

Si d’abord on suppose le nombre n égal à 2, l’équation (i), réduite 
à la forme 
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offrira une seule racine primitive 


et par suite on aura 

8=— I, N = i. 

Si n est un nombre premier impair, les racines primitives de 
l’équation 

I 


seront les puissances entières de p correspondant à des exposants 
positifs, mais inférieurs à n, savoir 


On aura donc 


p, P*, P», p«-*. 


i} = p-hp*-i-... + p"-‘ 


p — 1 P — I 


ou, ce qui revient au même, 


et de plus 


I, 

N = /i-i. 


Si n est une puissance de 2, les racines primitives de l’équation 

1 


seront les puissances entières de p correspondant à des exposants 
impairs et inférieurs à n, savoir 


On aura donc 


p, p», p», p»-K 


s = p-t- p*-H. . .-H p''-* = 


P**^'-P 

p*-l 


OU, ce qui revient au meme, 

= O, 


et de plus 



On peut encore observer que dans ce cas on a 
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d’où il résulte que les diverses racines primitives seront, deux à deux, 
égales au signe près, mais affectées de signes contraires. Leur somme 
sera donc nulle, comme on l’a trouvé. 

Supposons à présent que n soit une puissance d’un nombre premier 
impair v; en sorte qu’on ait 

n = v**. 

Alors, pour obtenir les racines primitives de l’équation 

. r« =r I , 

il faudra, entre toutes les racines représentées par les termes de la 
suite 

I, p, P», ..., p«~', 

choisir celles dans lesquelles l’exposant de p est premier à /i. et non 
divisible par v, en laissant de côté celles où l’exposant est multiple 
de V, savoir 

P*" P'-'S 

ou, ce qui revient au même, en laissant de coté les racines non pri- 
mitives 



Or, ces dernières, dont le nombre est n’étant autre chose que les 
diverses racines de l’équation 

leur somme totale sera nulle, aussi bien que la somme des racines de 
l’équation (i). Donc la différence do ces deux sommes, ou la somme » 
des racines primitives, s’évanouira elle-même; et l’on aura d’une 
part 

$ ~ O, 


d’autre part 


N n , 
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ou, ce qui revient au même. 

En résumé, si n est, ou un nombre premier v, pair ou impair, ou 
une puissance v" d’un tel nombre, on trouvera toujours 



et l’on aura^de plus 

(i3) a=— 1, 


ou 

(i 4 ) « = o, 

suivant qu’il s’agira de la première puissance ou d’une puissance 
supérieure h la première; ce que l’on pourra démontrer dans tous les 
cas à l’aide des raisonnements dont nous avons fait usage, lorsque n 
était une puissance d’un nombre premier impair. 

Passons maintenant an cas où, n étant un nombre quelconque, sa 
valeur est donnée par la formule (ii). Alors le nombre N des racines 
primitives de l’équation (i) et la somme 8 de ces racines se déduiront 
immédiatement des formules (lo) et (12), ou des formules (9), 
(i 3 )et (i 4 ). En effet, pour décomposer /*, dans ce cas, en facteurs 


9 * X» ••• 


premiers entre eux, il suffira de prendre 

9 = v«, X = * * * ' 

Cela posé, on aura, dans la formule (10), 

OKuvre» d» C. — S. 1, t. III. 
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et par suite cette formule donnera 

ou, ce qui revient au même, 

(.6) N = 

De plus, en yertu de la formule (9), la Valeur de A, correspondant à 
l’équation (i), sera le produit des valeurs de a, correspondant aux 
équations 

«^•=1, 

et dont chacune se réduira simplement à — 1 ou k o, suivant que le 
nombre a ou A ou c, . . . sera égal ou supérieur k l’unité. Par suite, 
si n est un nombre composé, pair ou impair, qui renferme deux ou 
plusieurs facteurs égaux entre eux, on aura toujours 

(17) 8 = 0. 

Mais, si /} est un nombre premier, ou un nombre composé dont les 
facteurs premiers v, v', v"', . .. soient inégaux, en sorte qu’on ait 

(18) = 
alors on trouvera 

(•9) 8=:±I, 

savoir 

(ao) 8=— I, 

quand les facteurs premiers v, v', v'', ... seront en nombre impair, et 
(ai) 8 = 1, 

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair. 

Ainsi, en particulier, la somme des racines primitives sera — i 
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pour chacune des équations 

«> = 1, æ’=i, aî<»=i, 

zéro pour chacune des équations 

«»=!, a?»=i, a?“=i, *‘•=1, .«“z::!, 

et -H I pour chacune des équations 

a?*=i, «*«=1, d?‘^=i, Æ-»*=I, af”=i, .... 

Soit maintenant 

f(p) 

une fonction entière d’une racine primitive p de l’équation (i). On 
pourra toujours, dans cette fonction, réduire i’exposant de chaque 
puissance de p. à un nombre entier plus petit que /i, et poser en con- 
séquence 

(aa) f(p) = ao+aip -i- a,p»-h.. .-h art-ip»-*, 

a«, a,, a,, ..., aM.| désignant des coefficients indépendants de p. 
Supposons d’ailleurs que, dans la fonction f(p), les différents termes 
se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine 
primitive p par une autre racine primitive p"*. Alors f(p) sera ce qu’on 
peut nommer une fonction symétrique des racines primitives de l’équa- 
tion (i), ou, ce qui revient au même, une fonction symétrique des 
puissances 

P*, P*» p'. •••. 

h, kt It ... étant les entiers inférieurs à n et premiers à n. Or, en écri- 
vant successivement à la place de p chacune des racines primitives 

p*» p*» p^» • • 

on reconnaîtra que, dans f(p), ceux des termes de chacune de^ suites 

pA, p*, p', ..., 

pth^ p*/^ , ^ 

P**» p**i p*'» ... 
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qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les mêmes coeffi- 
cients. Mais ces mêmes termes se réduisent toujours, ou aux diverses 
racines primitives de l’équation (i), ou du moins aux diverses racines 
primitives d’une équation de la forme 

(a3) 


&> étant un diviseur du nombre /t, qui peut devenir égal à ce même 
nombre. Par conséquent, dam une fonction symétrique des racines pri- 
mitives de V équation (i), les racines primitives de V équation (28) devront 
toujours offrir les mêmes coefficients; et une telle fonction se réduira 
toujours à une fonction linéaire des diverses valeurs que peut acquérir 
la somme des racines primitives de l’équation (28), quand on prend 
successivement pour o) chacun des diviseurs dû nombre /i, y compris 
ce nombre lui-méme. Si, par exemple, n est un nombre premier, 
alors, les entiers 

A, .A, /, • • • , 

inférieurs à /i, et premiers à /i, se réduisant aux divers termes de la 
progression arithmétique 

1 , a, 3, ..., n — I, 


et les racines primitives 

P*, P*, p', ... 


de l’équation (i) aux divers termes de la progression géométrique 


on aura 
et 


P» P*» P*, ..., P»-’, 


— a«-t 


(« 4 ) f(p) = ao4-a,(p-Hp«H-... + p«-‘). 

Donc alors une fonction symétrique des racines primitives de Véqua- 
tion (i) sera en même temps une fonction linéaire de la somme de ces 


racines. 
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Gomme nous l’avons déjà remarqué, si l’on désigne par p une racine 
primitive de l’équation (i), et par 


h, k, l, ... 

les entiers inférieurs à/i, mais premiers à n, les diverses racines pri- 
mitives de la même équation pourront être représentées, non seule- 
ment par les termes de la suite 

P*. P*» P' 

mais encore par les termes de la suite 

P***, P”*^, . • • » 

pourvu -que m soit lui-méme premier à n. Il est essentiel d’observer 
que, pour passer de la première suite à la seconde, il suffit de multi- 
plier par-m les divers exposants 

//, A*, / 

qui se transforment alors en ceux-ci 

mhf mkf mit .... 

Si l’on multiplie de nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs 
fois, on obtiendra encore d’autres suites qui seront propres elles- 
mêmes cà représenter les diverses racines primitives, savoir : 

p'»’^, p«**, P"*’', .... 

p'"**, p"*’^ 


Concevons, maintenant, qu’avec les termes correspondants, par 
exemple, avec les premiers termes de ces différentes suites on forme 
une suite nouvelle 

p^» P*”*» P*"**» P**’*» • • • • 

Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p forment une 
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progression géométrique 

ht mht m^ht 

offrira autant de racines primitives distinctes qu’il y aura d’unités dans 
l’exposant i de la plus petite puifsance de m propre à vérifier l’équi- 
valence 

(a5) m'st (mod. /t). 

En effet, la valeur de t étant choisie comme on vient de le dire, et la 
progression géométrique étant réduite aux seuls termes 

ht mht n%*ht ..., 

la différence entre deux termes de cette progression ne sera jamais 
divisible par n; et, en conséquence, les deux puissances de p, qui 
auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais égaies entre 
elles. Donc, alors les divers termes de la suite 

(a6) p^, p'^A, P"*'*, p"*'’'* 

seront tous distincts les uns des autres. 

Si n est un nombre premier impair v, ou une puissance d’un tel 
nombre, tous les entiers premiers à n vérifieront l’équivalence 

(37) a?"=i, 

la valeur de N étant donnée par la formule (12), ou 

Alors, si l’on prend pour m une racine primitive s de la formule (27), 
on trouvera 

t = N; 

et la suite (26) deviendra 

(28) P*, P**, P***, P*" 

Cette suite se réduira même à 


(>9) 


P, P', P'*, P*-, 
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si Ton pose, comme on peut le faire, A = i. D’ailleurs, N étant préci- 
sément le nombre des entiers 

K k, /, .... 

inférieurs à /z et premiers à /t, il en résulte que chacune des suites (28), 

(29) comprendra toutes les racines primitives de l’équation (i). 

Si n se réduit à un nombre premier, alors, la valeur de N étant 

N = /i-i, 

les suites (28), (29) deviendront 

(30) p^', p'*, P*'*, .... p'"“*^, 

(31) p. p% P*’, .... p'""‘, 

et ces deux suites, dans lesquelles les exposants de p croissent en 
progression géométrique, offriront chacune, à l’ordre près, les mêmes 
termes que la suite 

P, pS P*, ..., P"-', 

dans laquelle les exposants de p croissent en progression arith- 
métique. 
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SUR LES SOMMES ALTERNesS DBS RACINES PRIMITIVES DES «QUATIONS BINOMES, 

RT SUR LES FO.NC1TONS ALTKRNfiES DE CES RACINES. 

Soient toujours p une racine primitive de l’équation binôme 

(I) 

et 

h, k, /, ... 

les entiers inférieurs à n mais premiers à /z, dont l’un sc réduira sim- 
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plement à Tunité. Les diverses racines primitives de l’équation (i) 
pourront être représentées, soit par les termes de la suite 

P*, P*, p^ 

soit par les termes de la suite 

p^*^, pWi4r^ P^^, • ■ • » 

m étant un nombre quelconque premier à n. Or, on pourra généra- 
lement, comme on le verra ci^après, partager les entiers 

A, X, /, ... 

en deux groupes 

A, A', h\ ... Cl A, X', A" 

et par suite les racines primitives 

P*, P*, p', ... 

en deux groupes correspondants 

p'*, p'*', p'*', ... el P*, P*', P*', ..., 

<le telle sorte qu’après la substitution de p"* à p, les deux derniers 
groupes se trouvent encore composés chacun des mêmes racines, ou 
transformés l’un dans l’autre. Ainsi, par exemple, si l’on suppose 
« = 5, les quatre racines primitives de l’équation (i), ou 

I, 

formeront les deux groupes 

pf P* et P», P», 

qui deviendront respectivement, «près la substitution de p^ à p, 

p-, p* et p*, p 

après la substitution de p* à p, 

P*» P* el p, p», 
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enfin, après la substitution de p* à p, 

p‘, P cl P», P*. 

Or, il est clair que, dans le premier et dans le dernier cas, les deux 
groupes resteront composés chacun des mêmes racines, tandis que 
dans les deux cas précédents les racines du premier gnuipe se trans- 
formeront en celles qui composaient le second, et réciproquement. 

Les racines primitives de Téquation (i) étant partagées en deux 
groupes, comme on vient de le dire, de telle sorte, qu’après la substi- 
tution de p"* à p, les deux groupes restent, pour certaines valeurs 
de m, composés chacun des mêmes racines, et se trouvent, pour 
d’autres valeurs de /w, échangés entre eux; il est clair que le nombre 
des racines 

p^ p''', p'‘\ ... 

du premier groupe devra être égal au nombre des racines 

p*‘, p*’, p**, 

du second groupe. Donc, si l’on représente par N, comme nous l'avons 
fait dans la note précédente, le nombre total des racines primitives ou 
des entiers 

//, A, l, ... 

inférieurs à «, mais premiers à n, ou verra le nombre des entiers 

/i, //, //, ..., 

ou de racines comprises dans le premier groupe, et le nombre des 
entiers 

k, k\ ...» 

ou des racines comprises dans le second groupe, se réduire sépa- 
rément à ce qui suppose N pair. 

Cela posé, concevons que l'on ajoute les unes aux autres les divorse,S 
racines primitives de l’équation (i), prises avec le signe H- ou avec le 
signe — , suivant qu’elles font partie de l’un ou de l’autre groupe. On 

3i 


OKwrti lie C. — S. 1, t. 111. 
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obtiendra ainsi une somme algébrique dans laquelle on pourra faire 
succéder à chaque terme précédé du signe -h un terme correspondant 
précédé du signe — . Cette somme algébrique pouvant être considérée 
eu conséquence comme composée de termes alternativement positifs 
et négatifs, nous la désignerons sous le nom de somme alternée. Donc, 
si l’on pose 

( 2 ) tO =: P* -+- P*' p^'" 4- . . . — P* — P* ’ P*'* . . . , 

(0 sera une somme alternée des racines primitives de l’équation (i). 
Lorsque, dans une semblable somme, on rem|)lacera la racine primi- 
tive P par une autre racine primitive p"\ les diirércnts termes se trans- 
formeront, au signe près, les uns dans les autres, et deux termes, qui 
se déduiront ainsi Tun de l’autre, se trouveront toujours alfectés du 
même signe pour certaines valeurs de w, mais afîectésde signes con- 
traires pour d’autres valeurs dem; parconséquent, la substitution de p"‘ 
à P laissera invariable la valeur de la somme, ou la fera seulement 
changer de signe. Supposons, pour fixer les idées, que des deux 
groupes 

//, //', /i\ ... et X, X', X" 

le premier renferme l’oxpusant i. Alors la substitution do p"* à p 
n’altèrera point la valeur <le la somme alternée (O, si l’on a pris pour//« 
un des nombres 

A, h\ A" 

et la fera seulement changer de signe, si l’on a pris pour m un des 
nombres 

X, k\ k\ .... 

Si, par exemple, on suppose n = 5, la somme alternée 
(O rr p 4- p» — p» — p^ 

changera de signe, quand on y remplacera p par p* ou par p*, mais elle 
ne sera nullement altérée quand on y remplacera p par p\ 

il est important d’observer que, dans le cas où la substitution de p"‘ 
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à P laisse invariable la somme alternée (D, les termes 
p' et p"*'. 


par conséquent les termes 

p"*^ t‘t P"*’', . , , , 

doivent se trouver alFectés du même signe dans cette somme, l pouvant 
désigner ici l’iin quelconque des nombres 

h, k\ li\ ...» k. A', k\ .... 

c’est-à-dire l’u 11 quelconque des nombres premiers à n. Üonc, dans le 
cas dont il s’agit, le même signe doit affecter tous les termes de la 
suite 


(3) p', P'"', P"'*', ...» 

i étant l’exposant de la plus petite puissance de m propre à vériticr 
l’équivalence 

(.'i) //**:= I (riiod. /t). 

Mais, si la substitution de p"* à p fait varier le signe de la somme 
alternée co, alors les termes 

p' et P'"' 


devront y être alfectés <le signes contraires, et l’on pourra en dire 
autant des termes 

pw/ 


OU 


pwV pW»/ 


Donc alors chacun des termes de lu suite ( 3 ) sera, dans la somme 
alternée Œ), précédé du même signe que p' ou d’un signe (•ontraire, 
suivant que l’exposant do p contiendra comme facteur une puissance 
paire ou une puissance impaire de m. Dans tous les cas. 


/ el m 
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étant deux nombres premiers à /*. 

pmv 

sera précédé du même signe que Donc, si l’on a pris l’unité pour 
l’iiii des nombres 

A, A', h\ 

p"** sera précédé du signe -f-, ainsi que p; et, par conséquent, le groupe 
A, A, A", ... 

renlérmera tous ceux des nombres 

A, A, /, ... 

qui sont équivalents à des carrés 

/«*, m'*, . . . , 

suivant le module w, c’est-à-dire tous les résidus quadratiques relatifs 
à ce module. 

Supposons maintenant que n soit un nombre premier impair, ou 
une puissance d’un tel nombre. Alors les entiers 

A, A, / 

inférieurs à n et premiers à n, vérifieront l’équivalence 

(5) (mod. /(). 

les uns, dont le nombre sera étant résidus quadratiques suivant le 
module//, et racines de l’équivalence 

(6) = i (inod./0> 

les autres, dont le nombre sera encore^, étant non-résidus quadra- 
tiques, et racines de l’équivalence 
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D’ailleurs, si, dans la somme alternccai, le terme p est précédé du 
signe -h, on pourra en dire autant de toutes les puissances de p, qui 
offriront pour exposants des résidus quadratiques; et, comme le 

N 

nombre de ces puissances sera précisément les autres puissances, 

qui auront pour exposants des non-résidus quadratiques, devront 
toutes être affectées du signe Donc alors 

h, h'y h\ ... 

<lcvra représenter la suite des résidus quadratiques, et 
X. k\ k\ ..., 

la suite des non-résidus. D’ailleurs, si l’on prend pour m une racine 
primitive s de l’équivalence (5), les diverses racines primitives de 
l’équation (i) pourront être représentées par les divers termes de la 
suite 

p. p% P*’, 

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ceux qui représenteront 
des résidus quadratiques, relatifs au moihile «, seront les exposants 
carrés 

I , .ï*, .vS . . . , .v'*' *. 

Donc, si le terme p se trouve précédé du signe ■+■ dans la somnu‘ 
alternée (.0, la valeur de cette somme, dans l’hypothèse admise, ne 
pourra être que la suivante : 

(8) (0 = p — P'* -H p*’— p*'-+- . . . — p*” 

Il est au reste facile de s’assurer que, dans le cas où n se réduit à un 
nombre premier impair ou à une puissance d’un tel nombre, le second 
membre de la formule (8) représente effectivement une somme 
alternée des racines primitives 

p, p', p'*, ..., p*- 

de l’équation (i). t>ar, si. dans ce second membre, on remplace p 
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par p', chaque terme se trouvera remplacé par le suivant, pris en signe 
eontraire, le dernier terme étant remplacé par — p. Or, de cette seule 
observation, il résulte que le second membre de l’équation (8) restera 
composé des mêmes termes, tous cos termes étant pris avec des signes 
contraires à ceux dont ils étaient d’abord afléctés, ou tous étant pris 
avec ces mêmes signes, si l’on y remplace la racine primitive p par 
l’une des racines primitives 

P'. ..., p»’-, 

ce qui revient à remplacer une ou plusieurs fois de suite p par p^ 

Dans le cas particulier oCi /^ se réduit à un nombre premier, on a 

N = /i-i, 

et la formule (8) donne simplement 

( 9 ) <0 = p — p*-Hp**— p'’*4-...— p*"“’, 

.fêtant une racine primitive de l’équivalence 
(•e) (mod. «)• 

Alors, aussi, en vertu de la formule (i/|) de la Note I, on aura 

(«0 (p-p"-Hp*’-p*’-H... -*p*-' ’)*.-(- 1 )“*^ /I, 

par conséquent 

n — l 

(‘2) ,0»=3(— I) « n. 

Donc, n étant un nombre premier impair, on aura 

('^) Ub)*=«, 

si ce nombre premier n est de ta forme 4^-+- 1» et l’on trouvera, au 
contraire, 

.(•») 

si n est de la forme t\æ '5. 
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Si l’on suppose, par exemple, n — 3, on trouvera 

p, P* représentant les deux raeines primitives de l’équation 

a;* — I — O, 

ou, ce qui revient au même, les deux racines de l’équation 

07* -f- J? -4- I =: O. 


Or, ces deux racines étant 

_i + l3<vC7, 

a a a 

il est clair qu’en supposant n ~ 3, on trouvera 

(0 — 3* - I ou (0 — — 3*v^— I, 

suivant que l’on prendra pour p la première ou la seconde raciue. 

Lorsque, n étant une puissance entière d’un nombre premier im- 
pair V, on aura 

n ~ V'', 

et rt > I, alors, d’après ce qui a été dit ci-dessus, deux monomes de la 
forme 

p'. p'' 

seront, dans, la somme alternée (O, affectés du même si;^ne, si les 
nombres /, premiers à vérifient la condition 

/'=/«*/ (niod./t), 

étant un carré premier à n, ou, (*c qui revientau même, si le rapport 
l ’ 

étant équivalent suivant le module n à un carré, vérifie par suite la 
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formule 

N 

jc* = t (mod. 3). 


Or, c’est évidcininenlcc qui arrivera, si l’on a 
(i5) / (mod.v). 

Car, eu élevant plusieurs fois de suite à la puissance v les deux 
membres de la formule (i 5), on en tirera successivement 

(mod.v*), 

(mod.v*), 


par conséquent. 


/V— * (mod.v“), 

(j^ SI (mod.v); 


puis, en élevant les deux membres de cette dernière formule à la puis- 
sance entière et ayant égard aux équations 


V«zrz/» v«-‘— - = 


on trouvera définitivement 

N 

(mod. /t). 


Donc, lorsque n représente le carré, le cube, ou une puissance plus 
élevée d’un nombre premier impair v, le même signe doit affecter, 
dans la somme alternée (O, toutes les puissances de p dont les exposants 
sont équivalents, suivant le module v, h un même nombre /; par con- 
séquent, le même signe doit affecter, dans la somme alternée (O, tous 
les termes de la suite 


Or, la somme de ces derniers termes, savoir, 

p/ pi (-V p/ I ÏV ^ ^ ^ p^+W — V pl * P 
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étant nulle avec la difïérence r —p'\ il est clair que, dans le (ras dont 
il s’agit, la somme altopiiéo o se composera de diverses parties séparé- 
ment (‘gales à zéro. Donc, la somme <o s’évanouira elle-niètm»; et, 
lorsque /i sera le carré, le cube ou une puissance plus élevée d’un 
nombre premier impair, on aura toujours 

( 1 0 ) (O = O. 

Si /î se nkiuisaitau nombre 2 , l’équation binôme 
n’otfrirait qu’une seule racine primitive 

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternée, (l'est au 
reste le scml cas où la formation d’une somme alternée des racines 
primitiv(‘s devienne impossible, (‘t où b^ nombre N cesse d’èlre pair, 
en se n'îduisant à l’unité. 

H n’en sera plus de même si l’on prend pour n une puissance de 2 . 
(lonc(*voiis qu’alors on réduise toujours l’un des nombres 

A, h\ h\ ... 

à l’unité. Si, pour fixer les idées, on suppose = 4, on trouvera 
et 

(17) cO-r--p- 

sera une somme alternée des racines primitives de l’équation 

JC — l. 

dette même somme, égale à 

ap = ±a\/~, 

vérifiera d’ailleurs la formule 


( 18 ) 


3 a 


Œuvre» de C, — S. l, l. III. 


(0»=— 4. 
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Si Ton suppose /i = 8, on pourra prendre 


ou bien 
ou bien 


/* = i, A' = 3, X' = 5, X-' — 7, 

A = i, A'=z5, Xr~3, >t'=7, 

/i = I , /*' = 7, X = 3, X^' 5, 


et obtenir ainsi trois sommes alternées des racines primitives de 
l’équation 

.r* — I . 


De ces trois sommes la première, savoir 
(19) (0 — P -I- P* — p‘ — p^ 

vérifiera la formule 

(uo) (0».-r~8; 

la seconde, savoir 

(ai) U) --p 4 -p*— P*— p’, 

se réduira simplement à 

(aa) (ô = o; 

et la troisième, savoir 

(a3) (Ç>=rp-4-pT— P*— P» 

vérifiera la formule 

(a^) (0*— 8. 

Kiifin, si n est une puissance de 2 , supérieure à la troisième, alors 
en posant 

(a.'i) 

3 


et choisissant le nombre entier «f de manière à vérifier la formule 

(rnod.w), 


Ui^\ 


ou 
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on trouvera 


/' n 

7='+n 


I H d 


(mod. /i), 


ou, ce qui revient au meme, 

(mod. «), 

attendu que, n étant divisible par i(), 



sera divisible par n. Donc alors la valeur de l\ déterminée par l’équa- 
tion ('i 5 ), sera équivabmte, suivant le module /i, h un produit de la 
Ibrme 

(^i f l ou 

m étant premier ii w, c’est-à-dire, impair; et les termes 


P» p' — P * 

seront généralement alTectés de signes contraires dans une somme 
alternée (O des racines primitiv(*s de l’équation (i). D’autre part, 
puisque, pour des valeurs paires de l’équation (i) se décompose en 
deux autres, savoir 

(26) .r* = i, 

(27) I, 


et qu’une racine primitive p de l’équation (i) ne peut vérilier l’équa- 
tion (2(i), on aura nécessairement 

P*— — I et — 
ou, ce qui revient au même, 

— O, 

Donc, si n est une puissance de 2 supérieure à la troisième, une. 
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soinrno alteniw (O des raeines primitives de Téquation (i) s(Ta com- 
posée de telle manière, que les termes affectés du même signe se 
détruiront deux à deux, en fournissant des sommes partielles égales à 
zéro. Donc alors, la somme (O sera nulle elle-même, et roii aura 
Æ) = o. 

Kn résumé, si n est un nombre premier ou une puissance d’un tel 
nombre, la somme alternée lO sera nulle, à moins que n ne se réduise 
à f\ ou à 8, ou à un nombre premier impair. 

D’ailleurs, lorsque ne sera pas nul, on aura toujours 

(D* t - zh fl, 

savoir 

(a8) 

si n est de la forme 'iJ? 4- 1 ; 

(^ 9 ) ( 0 *:=—//, 

si n est égal à 4< ou de la forme !\,v -f- 3; enfin, si n est égal à 8, 

(30) (Qi'—n ou (0* = — 

suivant qu’on placera dans le mêiim groupe les deux nombres i et 3, 
ou r et 7. 

(Concevons mainteuant que, n étant un nombre entier quelconque, 
on pose 

(31) « 

V, v', v", ... étant les facteurs premiers de n, dont l’un pourra se 
réduire à 2. Alors, comme on l’a vu dans la Note précédente, une 
racine primitive 

P 

<le l’équation (i) sera le produit de racines primitives 
r), Ç 

propres à vérifier respectivement les diverses équations 
(3î?) I, I, .... 
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Alors aussi on obtiendra les diverses valeurs de p et on les obtiendra 
chacune d’une seule manière, si dans le second membre de la Formule 

( 33 ) pz=lT,X... 

on substitue successivement les divers systèmes de valeurs de 

I n, ç. ... 

combinées entre elles de tontes les manières possibles. D’ailleurs, 

5 étant une des racines primitives de l’équation 

chacune des autres racines primitives de la même équation sera de la 
Forme 

r. 

/étant un nombre entier premier à v. Pareillement, y) étant une racine 
primitive de l’équation 

.r"' * — I , 

chacune des autres racines primitives de la même équation sera de la 
Forme 

r/', 

/' étant un nombre entier, premier à v', etc. Donc, si l’on désigne, 
comme ci-dessus, par 

ti, ç, ... 

certaines racines primitives, propres k vérifier respectivement les 
équations 

.ir: I , a;'*''— i , i , .... 

les diverses racines primitives de l’équation (i) se trouveront repré- 
sentées par des produits de la Forme 

/étant premier à v, /' à v', t à v" Cela posé, considérons une 

somme alternée (ô des racines primitives de l’équation (i). Comme les 
dirtérents termes de la somme tO se réduiront k de semblables produits. 
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pris, les uns avec le signe •+-, les autres avec le signe — , cetU* somme 
sera évidemment une fonction entière de chacune des racines primi- 
tives 

I. Tfl. Ç 

On arriverait, au reste, à la même conclusion, en partant de la for- 
mule ('^3). En elfet, la valeur de p, que détermine cette formule, étant 
une racine primitive <le l’équation (i), la somme alternée (C sera néces- 
sairement une fonction entière de p, et par suite une fonction entière 

de de y), de Or, concevons que, dans cette fonction, on écrive 

à la place de une autre racine primitive de la première des équa- 
tions (32). La somme alternée (O devra rester composée des mêmes 
termes, tous étant pris avec les signes qui les affectaient d’abord, ou 
tous étant pris avec des signes contraires. Donc, chaque somme par- 
tielle de termes qui ne différeront les uns des autres que par la valeur 
de $, et par suite la somme cO elle-même, seront proportionnelles à la 
somme de toutes les valeurs de Ç, ou à une somme alternée de ces 
valeurs. On prouvera pareillement que est proportionnel à la somme 
des valeurs de yj, ou à une somme alternée de ces valeurs, à la ijomme 
des valeurs de $, ou à iwie somme alternée de ces valeurs, etc. Donc la 
somme alter.née CD renfermera, comme facteur, ou la somme ou une 
somme alternée des racines primitives de chacune des équations (32); 
et sera proportionnelle au produit de divers facteurs de celte nature, 
correspondant à ces diverses équations. D’ailleurs, si l’on développe 
le produit dont il est ici question, le développement offrira, au signe 
près, chacun des termes que renferme la somme alternée (D, et deux 
termes devront encore être affectés du même signe ou de signes con- 
traires dans le produit, suivant qu’ils seront affectés <iu même signe 
ou de signes contraires dans la somme to. Donc la somme alternée (D 
sera égale au produit obtenu, comme on vient de le dire, ou à ce pro- 
duit pris en signe contraire. 

Réciproquemetit, si l’on forme un produit dont les divers facteurs, 
correspondant aux diverses équations (32), représentent chacun la 
somme des racines primitives de l’une de ces équations, ou une somme 
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alternée de ces racines, il est clair que ce produit développé sera com- 
posé de termes égaux, au signe près, aux diverses racines primitives 
de l’équation (i), et pourra être considéré comme une tonction entière, 
non seulement d’une racine primitive p de l’équation (i), mais encore 
de certaines racines primitives 

l VI. ç, .... 

propres à vérifier respectivement les équations ('V2). D’ailleurs, dans 
ce produit, on verra évidemment reparaître les mêmes termes, tous 
pris avec des signes contraires à ceux dont ils étaient d’abord affectés, 
ou tous pris avec les mêmes signes, quand on y remplacera la racine 5 
par une autre racine primitive de l’équation 

jp'** I , 

ou la racine primitive yj par une autre racine primitive de l’équation 


par conséquent aussi quand on effectuera simultanément plusieurs 
remplacements de ce genre, ce qui revient à remplacer la racine pri- 
mitive 

p ~^V5Ç .. 

de l’équation (i) par une autre racine primitive de la même équation. 
Donc le pro<luit, formé comme nous l’avons dit, ne pourra être qu’une 
fonction alternée des racines primitives de l’équation (1), dans le 
cas où il ne se réduirait pas à une fonction symétrique de c(‘s racines. 

Il est bon d’observer que la somme des racines primitives de 
l’équation 

.r’'" -r I , 

étant égale à — i, a pour carré runité, et que la somme alternée do ces 
racines primitives, quand elle ne s’évanouit pas, offre pour carré ±1 v". 
Une pareille observation pouvant être appliquée à chacune des équa- 
tions (32), le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la 
somme, ou une somme alternée des racines primitives de l’une de ces 
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équations, devra toujours, quand il ne s’évanouira pas, olFrir un carré 
qui soit égal, abstraction faite du signe, ait produit des nombres 

v'*, v'*, v''-, 

ou de plusieurs d’entre eux, par conséquent à n, ou à un diviseur de/i. 
D’ailleurs, eoinnie nous l’avons prouvé, le premier de ces deux pro- 
duits peut représenter une somme allernéc quelconque (O des racines 
primitives de l’équation (i). Donc, si une semblable somme ne s’éva- 
nouit pas, elle oHrira pour carré ifc /», on un diviseur de ± ri. 
Observons encore (ju’on aura toujours, ou 

(34) cô = o, 
ou 

(35) tO* — 

si chacun des facteurs du produit qui représente cô est une somme 
alternée. Au contraire, si l’un de ces facteurs est la somme des racines 
primitives de l’une des équations (32), oô*, en cessant d’étre nul, sera 
généralement de la forme 

(36) 

CO étant un diviseur <le n. Alors aussi, tO, considéré comme fonction 
des racines primitives des équations (32), sera, |)our une ou pour plu- 
sieurs des équations dont il s’agit, fonction symétrique de ces racines. 
Pour qu’on trouve en particulier 

il sera nécessaire que, dans le produit propre ii représenter lO, chaque 
facteur se réduise à une somme, alternée différente de zéro. C’est ce 
qui arrivera lorsque, dans le. nombre composé n, les facteurs premiers 
impairs seront inégaux, le facteur pair, s’il existe, étant précisément 
'l ou 8. 

Soit maintenant 

f(p) 
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une fonction entière de la racine primitive p de réquation (i). On 
pourra, dans cette fonction, réduire l'exposant de chaque puissance 
de P à un nombre entier plus petit que «, et poser en conséquence 

(^7) f(p) = ao-H ajp -H a,,-_ip'* "S 

a#, a,, aj, ..., a„_, désignant des coefficients indépendants de p. Sup- 
posons d’ailleurs que, dans le cas où l’on remplace la racine prinntive p 
de l’équation (i) par une autre racine primitive p'" de la même équa- 
tion, les différents termes contenus dans f(p) se transforment, au signe 
pfès, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se déduisent 
ainsi l’un de l’autre, se trouvent toujours affectés du même signe pour 
certaines valeurs 

4, /»', h% ... 

du nombre m, mais affectés de signes contraires pour d’autres valeurs 

4, A', A', ... 

du même nombre; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers 

4, k, l, ..., 

inférieurs à /i et premiers à n, se partagent en deux groupes 

4, h', h\ ... el A-, 4', A ', .... 

Alors, dans f(p), les coefficients a„ s’évanouiront nécessairement, 
et f(p) sera une fonction linéaire de cbacnne des sommes algébriques 

1 p/' -I- p^" . . — p<’ — pA"' — pA'" — • ■ • , 

, aa . I p** -f- p*''' -f- p*'*" -i- . . . — p-*— p*^' - p**‘ - . . . , 

( ) \ 

j p3/* p3/i' p3A'_|_ ^ _ — pH - — p3A-’ — 15 SA' — . . . , 


chacune d’elles étant censée ne renfermer que des termes distincts les 
uns des autres. Sous cette condition, les sommes algébriques dont il 
s’agit se ré<luiront toujours, ou, comme la première, à une somme 
alternée des racines primitives de l’équation (i), ou du moins à des 

OE livres de C, — S. I, t. Ili. 03 
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sommes altei’nées dos racines primitives d’équations de la forme 

( 39 ) 

les exposants ou les valeurs de co étant des diviseurs de n. (]ela posé, 
dans la fonction f(p), aussi bien que dans chaque somme alternée, les 
termes précédés <lu signe 4 - seront évidemment en même nombre que 
les lernies précédés du signe — ; et, si à un terme que précède le 
signe H- on fait succéder un terme correspondant que précède le 
signe — , on pourra obtenir, pour représenter la fonction, une suite 
de termes alternativement positifs et négatifs. Pour cette raison, in^s 
désignerons sous le nom de fonction a Ue ruée la fonction f(p). formée 
comme il a été dit ci-dessus. Il est clair qu’une s(*mblable fonction 
pourra seulement acquérir deux formes distincti‘s, et deux valeurs 
égales au signe près, mais affectées de sigm‘s contraires, si l’on y 
remplace une racine primitive p de l’équation (i) par une autre racine 
primitive p'" de la même équation. Ajoutons qu’en vertu des relations 
établies par la formule (33) entre les racines primitives de l’équa- 
tion (i ) et <‘ellcs des équations (32 ), toute fonction alt(M’née des racines 
primitives de l’équation (i) sera en même temps, ou une fonction 
alt(*rnée, ou une fonction symétrique des raciiu's primitives de chacune 
des équations ( li). 11 sera maintenant facile (b‘ trouver la forme la 
plus simple à laquelle se réduise, pour une valeur donnée de /î, une 
fonction alternée f(p)des racines primitives de l’équation ( 1 ); surtout 
lors(|ue n représentera un nombre premier ou une puissance d’un tel 
nombre. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons d’abord que le nombre n se réduise à un nombre pre- 
mier impair v, ou à une puissance de ce nombre premier, en sorte 
qu’on ait 

n — v“, 

l’exposant a pouvant se réduire à l’unité. Les divers diviseurs du 
nombre n, y compris ce nombre lui-même, ou les diverses valeurs 
que pourra prendre l’exposant w dans la formule ( 39 ), seront respec- 
tivement 
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et les sommes altern«‘es dos racines primitives de l’éqiintion ( '38>, qui 
correspondront à ces diverses valeurs de w, seront toutes milles, à 
l’exception d’une seule, que nous ilésignerons par à, et à hnfuelle la 
fonction f'(p) deviendra proportionnelle; en sorte qu’on aura 
(W) f(p)~aA, 

a étant indépendant de p. La somme A dont il s’agit sera d’ailleurs la 
somme alternée des racines primitives de l’équation 

r" I , 

qu’on obtient en posant, dans l’équation ('^q), to = v. 

Supposons en second lieu que le nombre m se rédui^e à une puis- 
sance 

a" 

du nombre 2 . Alors, pour qu’on puisse former avec les racines de 
l’équation (i) une fonction alternée, il sera nécessaire que cette équa- 
tion offre plus d’une racine primitive et qu’on ait en conséqmmee 

(t>i. 

Cela posé, n pourra être l’un quelconque des termes de la progression 
géométrique 

4, 8, i6, 

et, les valeurs de < 0 , dans l’équation (’îq), devant aussi se réduire à 
des termes de cette progression, la somme des racines primitives de 
l’équation ('3q) ne pourra cesser de s’évanouir que lorsqu’on prendra 

w vr- 4 011 ft» =r 8. 

Donc alors une fonction alternée f(p) des racines priipitivesde l’écpia- 
tion (i) renfermera' tout au plus deux termes qui m* s’évanouiront 
pas, ces deux ternu*s étant proportionnels, le premier à une fonction 
alternée des racines primitives de l’équation 

(40 

le second à une fonction alternée des racines priiriitives de l’équation 
(4a) 
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Or, évidemment de ces deux termes le premier subsistera seul, si l’on 
a n = \, et alors la fonction alternée f(p) sera encore de la forme 
indiquée par ré(]uation (^o), la valeur de A étant 

Ùl — P — p* = dtîï\/— I. 

Si n devient égal à 8, on aura trois cas à considérer, suivant que le 
second terme deviendra proportionnel h l’une ou à l’autre des trois 
sommes alternées 

(43) 4p-^-p*-p‘-p^ P H-p*-p»— p’=ro, p4.p’_p>_ps. 

Or, quand on fait successivement coïncider avec chacune de ces trois 
sommes la première des expressions (38), savoir 

pA_^_ p/«'4-, . pA- pA' ^ ^ 

on trouve que les valeurs correspondantes de la seconde expression 

p*''-t-... — P**— ..., 

réduite à ne contenir que des puissances de p non équivalentes entre 
elles, deviennent respectivement 

(44) O, P* — p«— ±: 2V^— I, O. 

Donc, n étant égal à 8, le second des termes dont nous avons parlé 
disparaît lorsque le premier subsiste, et réciproquement; en sorte que, 
dans c<' cas encore, la fonction f(p) est de la forme indiquée par 
l’équation (4<)), A désignant une somme alternée des racines primi- 
tives ou de l’équation ( 4i) ou de l’équation (4'-^)- 

Au reste, ces conclusions doivent être étendues au cas même où /?, 
étant une puissance de 2 , deviendrait supérieur à 8, puisqu’alors la 
fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaîtraient, à l’excep- 
tion des deux termes ci-dessus mentionnés, pourrait encore être con- 
sidérée comme une fonction alternée des racines primitives de l’équa- 
tion 

R(;venons à des valeurs quelconques de /*, et posons dé nouveau 
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V, v', v", ... désignant l<*s facteurs premiers de /i, dont l’un pourra se 
réduire à 2. Comme nous l’avons déjà dit, une Fonction alternée f(p) 
des racines |)rimitiv(‘s de l’équation (i) sera en même temps ou une 
Fonction symétrique, ou une Fonction alternée des racines primitives 
de chacune des équations (32). Occupons-nous d’ailleurs spécialement 
du cas où F(p). considéré comme Fonction des racines primitives de 
l’iine quelconque des équations (32), est toujours une Fonction 
alternée, jamais une Fonction symétrique de ces racines; ce qui sup- 
pose n impair ou divisible plusieurs Fois par le Facteur 2. Dans ce cas 
spécial, d’après ce qu’on a vu tout à l’heure, ou la Fonction F(p) 
s’évanouira, ou elle deviendra simultanément proportionnelle à divers 
Facteurs 

A, A'. A\ ...» 

qui représenteront des sommes alternées, respectivement formées 
avec les racines primitives des équations 

('|5) I, 

si les Facteurs premiers 

V, v', V*, ... 

sont tous des nombres impairs. Donc alors F(p) sera proportionnel au 
produit 

A A' A" .... 

qui représentera une somme alternée des racines primitives de l’équa- 
tion 
(4G) 
ou 

(47) 

la valeur de a> étant 

(48) w = vv'v''. . 

et l’on aura en conséquence 

(49) f(p)-aAA'A’..., 
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a désignanl dans r(p) le coelïiciont d’une racine priiniliv<Mle ré({ua- 
tion (4^^). Si, parmi les facteurs 

V, v', v’, . . . , 

le premier v se réduisait à 2, on devrait remplacer la première des 
équations (4o) par l’équation (4 î) ou (4^); et par suite on devrait, 
dans la formule (4o). prendre pour A une somme alternée des racines 
primitives de rime des équations 
(ôo) 


Alors le produit 


A A' A'... 


serait une somme alternée des racines primitives de l’équation (47)» 
la valeur de to étant donnée non plus par la formule (41^)» mais par 
l’une des deux suivantes : 

(5i) w — 8'/'/..,, 


D’ailleurs, en supposant n impair avec chacun des facteurs 

V, y', v", . . . , 


on trouvera 

(.Va) A*=(— I)~v, A'*--- (—!)“•/, 

et, par suite, 

(53) A*A'*A"*...=.(— V 


A''* = (-0" 


’ v'/v". . . , 


ou, ce qui revient au même, 

«■> -I 

(5^) A* A'*A*'*... :-(-!) * c— ztw, 

la valeur de w étant donnée par la formule (41^)* Si au contraire on 
suppose V = 2, « étant divisible par 4 ou par 8, la première des for- 
mules (.52) s»"! trouvera remplacée par l’une des équations 

(55) A* = —4, A*— zt8, 

et la formule /53) par l’une des équations 

(56) A*A'*A''*...— ±4v'v'..., A»A'*A’'*...:=±8v'v*...; 
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par consé(|uent on aura encore 

la valeur de (a étant donnée, non plus par la formule (4*^). mais par 
l’une des formules ( ji). Dans rune et l’autre hypothèses, on tirera de 
la formule (49) 

(58) [f(p)P=:d=(.,a*. 

L’équation (08) se réduira simplement à 
(•>9) [f(p)J*"±/iîi*, 

si l’on a 

(do) (ti — n. 

Or, pour qiuî le nombre w, déterminé par la fornmle (41^). 
des formules (r) 1), devienne précisément égal à /*, il est nécessaire qin^ 
les facteurs premiers et impairs de n soient inégaux, le facteur pair, 
s’il existe, étant 4 <>u 8. 

L’équation (09) se réduira en particulier à 

(Cl) [f(p)P:=/*«L 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n étant inégaux, ce 
nombre est do l’une des formes 

/|(.j.f -t- 3), 

OU bien encore Je rune (les formes 

8{4.f-Hi), 8(',f-H3), 

pourvu toutefois que, dans ce «leruier cas, ou place dans le même 
groupe ceux des entiers 

/o A, /, ... 

inférieurs à //, mais premiers à /i, qui, divisés par 8, donnent pour 
restes I et 7, quand ^ est de la forme 4.r-hi» et ceux qui, divisés 
par 8, donnent pour restes i et 3, quand | est de la forme -H 3. 
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Enfin l’équation '(09) se trouvera réduite à 
(6a) [f(p)]* — — «a*, 

si, les iactcurs premiers et impairs du nombre n étant inégaux, ce 
nombre est de l’une des formes 

4.r-+-3, 4(4aî-hi), 

OU bien encore de l’une des formes 

8(4a-+-i), .S(4.r-^3), 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place dans le même 
groupe ceux des entiers 

//, k, /, ... 

inférieurs à n, mais premiers à n, qui, divisés par 8, donnent pour 
restes 1 et 3, quand ^ est de la forme \.v •+■ 1 , et ceux qui donnent pour 

restes i et 7, quand g est de la forme 'tx ■+■ 3. 

Nous observerons en finissant que, dans le cas où l’on a /^ = co, et 
où la formule (;>8) se réduit à la foniuile ( *>9), le produit 

AA' A"..., 

renfermé dans le second membre de la formule (49)» réduit à une 
somtne alternée a) des racines primitives de l’équation (i). Donc alors 
la formule (49) pourra s’écrire, coinnie il suit : 

(63) f(p)=.aub). 

Or, en élevant au carré chaque membre de celte dernière formule, et 
ayant égard à l'équation ('35), on retrouvera, C(;mme on devait s’y 
attendre, l’équation (59). 
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NOTE VIII. 


PROPRIÉTÉS DRS NOMBRKS QUI, DANS UNR SORMR ALTKRNÉR DRS RAUINRS PRIMITIVES 
d’uNR ÉQUATION DINOME, SRRVRNT DEXPOSANTS AUX DIVERSES PUISSANCRS DE l/UNB 
DR CES RACINES. 

Soient, comme dans la Note précédente : 
n un nombre entier quelconque; 

/i, . les entiers inférieurs h //, et premiers à n ; 

N le nombre des entiers /i, ... ; 

P une racine primitive de l’équation 

(l) 

et 

(a) (0 = pA.4-pA'.4.pAV,_.. .._pA_p*'_pA'_. , . 

une somme alternée des racines primitives de cette équation, les 
entiers 

A, A, /, ... 

étant partagés en deux groupes 

A, A', A% ... et A, k\ k% .... 

de telle manière qu’un changement opéré dans la valeur de la racine 
primitive p puisse produire un changement do signe dans la somme (O, 
sans avoir jamais d’autre effet sur cette même somme. Enfin, supposons, 
pour plus de commodité, que le nombre i fasse partie du groupe 

A, A', A', .... 

Si le nombre /test premier, il sera en même temps impair, et l’on aura 
N.-=«-i. 

Alors aussi, d’après ce qui a été dit dans la Note précédente, les 
nombres 

A, A', h\ ... 


OEuvre» de C. — S. I, t. III. 


3 /| 
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seront résidus quadratiques suivant le module et racines de l’équa- 
tion 

n-t 

(3) * = 1 (mod. n), 

en sorte que chacun d’eux vérifiera la condition 

[î]=.. 

Au contraire les nombres 


A, 


seront non-résidus quadratiques suivant le module n, et racines de 
l’équivalence 

(5) 1 (mod. «), 

en sorte que chacun d’eux vérifiera la condition 



D'ailleurs, pour chacune des équations 


* ■-=: I , O! * — — I , 

la somme des racines se réduira toujours à zéro, lorsque — sera un 
nombre entier supérieur à l’unité; et, par conséquent, pour chacune 
des formules (3), (.')), la somme des racines sera équivalente à zéro, 
suivant le module n, lorsqu’on aura 


■ >', 


n >> 3. 


Donc, n étant un nombre premier supérieur à 3, on aura toujours 
(7 ) h h' h" — k k' k" + . . .= 0 . 

La formule {j) comprend évidemment un théorème qu’on peut 
énoncer comme il suit : 

- Théorème l. — n étant un nombre premier supérieur à 3, parmi les 
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entiers inférieurs à n, mais premiers à /i, on distingue les résidus quadra- 
tiques 

h, h\ h\ ... 
et les non-résidus quadratiques 

h, k', r, .... 

la somme h + k h" des résidus et la somme k k’ k" -^ . . . 
des non-résidus seront l'une et l'autre divisibles par n. 

Ainsi» en particulier, on trouvera, pour n = 5. 

/i — I, 5 5=0 (mo«l.5). 

A-'rrS, A'-i-X'— 3 — O (niod.S), 

pour n:=z 'J, 

h 3, h' = 2 , k — 4, h - 4 - h U" 7 . ■ O ( inod. 7 ), 

k = i, A' = 5, r .r 6 , A- i-A"r=i4~o (ii»od. 7 ), 

etc. Mais, si Ton prend 

« — 3, 

on aura 

/trsi, A- = 3 , 

et la condition ( 7 ), qui cessera d’être vérifiée, se trouvera rempliicée 
par la suivante ; 

hb^—k = i (mod.3). 

On pourrait démontrer encore le premier théorème comme il suit. 
n étant un nombre premier impair, nommons s une racine primitive 
de l’équivalence 

(mod. «). 

Les entiers inférieurs ii n, mais premiers à n, seront équivalents aux 
diverses puissances de s d’un degré plus petit que n — 1 , savoir, les 
résidus quadratiques aux puissances paires 

I, s», s», s"-*, 

et les non-résidus aux puissances impaires 
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On trouvera, par suite. 


jjH— I I 

+ (mod. n), 

® — f 

A -4- A' 4- A' -H . . . = .9 4- s*-t- «*4-. . . 4-«'‘~*s= — f— = O (mod. n). 


excepté dans le cas oii, n étant égal à 3, on aurait non seulement 

(mod. /*), 

mais encore n — i — *2, et par conséquent 

(mod. n). 

Supposons maintenant que n devienne une puissance d’un nombre 
premier impair v, en sorte qu’on ail 

n — v'*. 

Alors on trouvera 

N=V'‘-‘(V— l)=/i^I- 

Alors aussi 

A, /i', h% ... 

seront résidus quadratiques suivant le module n, et racines de l’équi- 
valence 

N 

(8) (mod. /t), 
tandis que 

A, A', A% ... 

seront non-résidus suivant le module /i, et racines de l’équivalence 

(9) jT*^- — ! (mod. ^). 

Donc, si, en nommant l un nombre entier premier à /i, on désigne par 



le reste -m ou — i, qu’on obtient en divisant par n la puissance 
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chacun des nombres /t, h\ h"^ ... vtîrifiera encore la condition (4)i et 
chacun des nombres k\ ... la condition ((>). D’autre part, 

chacun des groupes 

A, //, h\ .... 

k. k\ k\ ... 

pouvant être décomposé (p. 2'|8-24*)) en plusieurs suites de termes 
de la forme 

l, / -4- V, / -1- a V, .... I n —v, 

et la somme de ces derniers termes étant égale h 



par conséquent divisible par v" il est clair que, dans l’hypo- 

thèse admise, la formule (7) pourra être remplacée par la suivante ; 

(10) h -h h' -h h" -h. . . .= k -h k' -h k" -h. . O ^rnod. v" 

Ainsi, en particulier, on trouvera pour a» — 9 = 3 % 

h = t, A' = 4 * k"~y, /i 4 - h' 4 - /t* -- i a ^ o ( inod. 3 ) , 
/i-ra, A-'— 5 , A'zzrS, A- -f- A'-h A'” i 5 ^ O (mod. 3 ). 

formule (i i) renferme un théorème qu’on peut énoncer comme 
il suit : 

Théorème II. ~ v étant un nombre premier impair, c/ « = v" une puis- 
sance de V dont le degré surpasse r unité j si parmi les entiers inférieurs 
à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadratitpies 

h, h', h\ ... 

el les non-résidus 

A, A', k\ ..., 

la somme h -h h' -h h" -h .. . des résidus et la somme, k k' k" ->t- . . . 
des non-résidus seront, V une el Vautre, divisibles par ou, ce qui 

revient au même, par ^ • 
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Au reste, on pourrait encore établir le théorème II de la manière 
suivante : 

Si, en supposant 

«rrV* et N=v«-‘(v — l), 
on nomme s une racine primitive de V équivalence 
I (mod. /t), 

on trouvera^ par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 
précédemment fait usage, 

A 4- /i'-H A'-h. . I (mod. n), 

.çN _ , 

A- 4- A' 4- A" -I- .. .s .V 4- 5® -H 5*4-. . . 4- 5^-*s s '— — J (mod. /i), 

et, par suite, 

(5*— i)(A 4- A'4- A'4-...)= .5^—1 =o (mod.«)» 

(5* — i) ( A 4 - A' 4 - A' 4 -. . .) ^ 5 ( 5 ’* — I) O (mod. n). 

Donc chacun des produits 

(5i_,)(A4. A'4-A*'4-...) 

sera divisible par /i = v"; et, dans chacun d’eux, le second facteur 
A 4 - A'4- A''4-. . . ou A 4 - A'4- ^" 4 -. . . 

sera nécessairement divisible parv"^', si le premier facteur 

5’-I 

ne peut être qu’une seule fois divisible par v. Or, c’est précisément ce 
qui arrivera, ('.ar, si le facteur 5 ’ — 1 était seulement divisible parv*, 
on en conclurait 

5''-'=! (mod. V*), 

et, par suite {voir la note placée au bas de la page Ht), 

^v(v-i) —, (mod. V*), 

5V*(V-I) (mod. V*), 




(mod. v*). 



NOTE VIIJ. 


271 


Donc s vérifierait la formule 

,v— — I (ino<l. v), 

ou, ce qui revient au même, la formule 
» 

(mo(i. /t), 

et ne pourrait représenter, comme nous le supposons, une racine pri- 
mitive (le l’équivalence 

.r''=i (rnoil. /i). 

Lorsque v est de la forme 1, et n de la forme v?, l’exposant a 
étant supérieur à l’unité, alors 

a a 

est, ainsi que — un nombre pair; donc, par suite, la quantité — i 
vérifie l’équation 

X* r=: I 

et rcpn'isente un résidu quadratique suivant le module n. D’ailleurs, 
leim étant premiers ii /i, les deux nombres 

/, ml 

sont toujours en même temps ou résidus ou non-résidus. Donc, dans 
le cas que nous considérons ici, 

/ et - 1 ou n — l 

seront en même temps résidus ou non-résidus, et la somme des résidus 
A. /(', h\ ... 

se composera, ainsi que la somme des non-résidus, de termes qui, 
ajoutés deux à deux, donneront des sommes partielles égales à n. En 
conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
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Théorème III. — v étant un nombre premier de la forme [\x -h i, c/ 

« = V* 

une puissance de v, dont le degré a surpasse V unité , si, parmi les entiers 
inférieurs à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadratiques 

h, h', /»', ... 

et tes non-résidus 

k, k', k" 

la somme A -h A' -h A" -+- . . . des résidus et la somme A 4- A' -h A" -h . . . 
des non-résidus seront, l’une et l’autre, divisibles par n. 

Ainsi, on particulier, on trouvera, pour /i = 25 = 5®, 

h -h A' -t- A" - 4 - . . . I 4 - 4 . 4 - 04 - 94 - 114 - 144-1 0 4 - 194 - 214-24 

:^I 4-4 4 -, O4-94-II — Il — 9 — 6 — 4 — in^O 
(mod. 25 ), 

k 4- k' 4- k" 4- . . . 2 4- 3 4- 7 4- 8 4- 1 2 4 - 1 3 4- 1 7 4- 1 8 4- 22 4- 2.3 

2 4- 3 4- 7 4- 8 4- 1 2 — 1 2 — 8 •— 7 — 3 • 

(inod. 25). 

Aux théorèmes I, II, III on peut évidemment joindre le suivant : 

Théorème IV. — n représentant un nombre entier supérieur à 2, la 
somme des entiers inférieurs à n, mais premiers à /ï, sera divisible par n, 
de sorte, qu en désignant ces entiers par 

A, k, l, ... 

on aura 

(n) A4-A-t-/4-...^o (mod. /i). 

Effectivement, les entiers inférieurs à n et premiers à n, étant deux 
à deux de la forme 

/, n-l, 

fourniront des sommes partielles toutes égales à n. On doit seulement 
excepter le cas où les nombres 


/, n i 
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pourraient devenir égaux, en restant premiers à /». Or, réqtiation 


t — n~~ l 



et pour que '-n soit entier, mais premier à /», il faut qu’on ait n = 2. 

Avant d’aller plus loin, rions présenterons une observation impor- 
tante. La somme alternée (O étant déterminée par la formule (2), et le 
groupe des exposants 

h, h\ h\ ... 


étant supposé, dans cette somme, renfermer l’exposant i, enfin, le 
nombre / étant inférieur, ou même supérieur h //, mais premier à n; 
si, dans la somme alternée < 0 , on remplace p parp^ alors, suivant que / 
sera équivalent à l’un des nombres 

h, h', //, . . . 

ou h Tun des nombres 

k, k\ k" 


cette même somme se trouvera multipliée par -h i ou par - i, c’est- 
à-dire que les termes précédés du signe s’y trouveront échangés ou 
lion contre les termes précédés du signe -, cette espèce de multipli- 
cation ou d’échange ayant lieu dans le cas même où n renferinerait «les 
facteurs égaux, et où, par suite, en vertu des propriétés de la racine p, 
la somme alternée (O s’évanouirait. D’ailleurs, si n est un nombre pre- 
mier 011 une puissance d’un tel nombre, on îuira, ilans le premier cas, 


dans le second cas 


[^] 

[-»] 


Donc, alors, changer, dans la somme alternée ro, p en revient à mul- 
tiplier cette somme, ou plutôt ses divers termes, par j* 


OF.uvres de C. — S. I, l. HI. 
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Concevons à présent que n représente un nombre impair quel- 
conque. II sera le produit de facteurs premiers impairs 

V, v', ’/, 

élevés à diverses puissances; et, si l’on désigne les exposants de ces 
puissances par 

f/, bf Cf . . . , 

on aura 

(13) w — ..., 

(i3) N — 

Soient d’ailleurs 

t), ç, ... 

des racines primitives qui appartiennent respectivement aux diverses 
équations 

( 1 4 ) ~ « * •*?'' *' — • » = > » • • • • 

On pourra prendre 

(i5) p = $riC.... 

Soient, de plus, 

A, A^ ... 

des sommes alternées, respectivement formées avec les racines pri- 
mitives de la première, ou de la seconde, ou de la troisième, etc. des 
équations (i4), et de manière que la racine 

^ ou rj ou Ç, . . • 

représente l’un des termes alfectés du signe -h. D’après ce qui a été dit 
dans la Note précédente, si la somme alternée cO est en même temps 
une fonction alternée des racines primitives de chacune des équa- 
tions (i/j), non seulement cette somme {©vérifiera l’une des condi- 
tions 


(iG) 

(' 7 ) 


(O — O, 

/I, 



mais en outre ie produit 
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AA' A'... 

sera égal, au signe près, à la somme (C); et comme, dans ce produit, 
aussi bien que dans la somme (i>, le ferme 

sera évidemment affecté du signe -f-, on aura nécessairement 
(i8) (Or=AA'A'.... 


Il y a plus : les divers fermes compris dans la somme iQ\ seront les pro- 
duits partiels qu’on peut former en multipliant les divers fermes de 
la somme A par les divers termes de la somme A', puis par les divers 
termes de la somme A", ef ainsi de suite. (à.*la posé, on pourra facile- 
ment décider si un entier 4 inférieur à n et premier à n, fait partie du 


groupe 
ou du groupe 


/n /i', h\ 
k, k', k\ 


Kn effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somme (O, les 
termes précédés du signe ■+■ se trouvent échangés ou non confre les 
termes précédés du signe — , quand on remplace 

P — ÇrjÇ. . . par p' — • ■ , 

ou, ce qui revient au même, quand on substitue simultanément 

à I, r/ à r,. Ç' à Ç 


Or, de ces diverses substitutions, la première équivaut à la multipli- 
cation des divers termes de la somme A par 



la seconde à la multiplication des divers termes de A' par 
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la troisième à la multiplication des divers termes de A" par 



etc. Donc, en vertu de ees substitutions réunies, les divers termes 
du produit 1X1" . . . ou de la somme (O pourront être censés multipliés 
par 




Donc, en détinilive, / fera partie du groupe 


ou du groupe 
suivant que le produit 


/i, h', h\ ... 

X, k\ ..., 



sera égal à 4- i ou à — i . 

Si, en supposant toujours 

/I - ..., 


on se sert de la notation 

[ 1 ] 

pour représenter le produit 



on déduira immédiatement des principes que nous venons d’établir la 
proposition suivante : 

Théorème V. — Soient n un nombre impair; v, v', v", ... ses facteurs 
premiers; a, b, c, ... les e.vposants de ces facteurs dans le nombre n\ 
l un des entiers inférieurs à n mais premiers à n\ et ^ une des racines 
primitives de l'équation (i). Si une somme alternée (0 de ces racines est 
en même temps une fonction alternée des racines primitives de chacune 
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des équations { i\), les deux termes 

P» p' 

seront, dans la somme alternée (O, affectés du même signe ou de signes 
contraires suivant quon aura 


[^]=- 


H en rèsidte encore que, dans le cas où, comme nous i avons supposé, 
le groupe des nombres 

h, h', h", ... 

renferme l’unité, l fait partie ou non de ce même groupe suivant que la 
première ou la seconde des formules (u)) se vérifie. 

Supposons inaiulcnant que, n étant détopminc par la formule (12), 
et /désignant l’un des nombres entiers inférieurs à n, on nomme 

X, X', V, ... 

les restes positifs qu’on obtient quand on divise successivement / par 
chacun des nombres 


L’équation 


donnera non seulement 


• • • 


p = ^r)Ç.. . 






et pareillement la formule 




entraînera la suivante ; 


Kl = [y [^] 1.-1 
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D’aillours les diverses racines primitives de l’équation 
seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour X tous les entiers inférieurs à v** 
et premiers à v". De même les diverses racines primitives de l’équa- 
tion 

* r- t 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour X' tous les entiers inférieurs à v'^ et 
premiers à v'^; etc. Donc, en vertu du théorème IV de la Note VI, 
les diverses racines primitives de l’équation (i) seront représentées 
|)ar les divers(?s valeurs du produit 

correspondant aux divers systèmes de valeurs que peuvent acquérir 
les exposants 

i, r, 

quand on prend pour X un entier inférieur à v", mais preniier à v", 
pour X' un entier inférieur à v'*, mais premier à v'*, |)our X" un entier 
inférieur à V"', mais premier à v"'", etc. Donc, puisque les diverses ra- 
cines primitives de l’équation (i) peuvent encore être représentées par 
l(‘s diverses valeurs qu’on obtient pour 

P^ 

en prenant successivement pour /tous les entiers inférieurs an, mais 
premiers à n, on peut affirmer non seulement qu’à chaque valeur de l 
correspondra, comme il était facile de le prévoir, un seul système des 
valeurs de 


X, Vy .. 
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mais, réciproqiioment, qu’à chaque système de valeurs de X, X', X", . . . 
correspondra une valeur de /. 

Il est Ixm d’observer encore (|ue, le nombre n étant impair, la 
somme alternée (0, déterminée par l’équation (2), ne pourra, eu vertu 
des principes établis dans la Note précédente, vérifier la formule (17), 
on 

que dans deux cas particuliers, savoir : 1“ lorsque n sera un nombre 
premier; 2" lors([ue, n étant le produit de facteurs premiers inégaux 

V, V^, '/y . . . , 

(0 sera une fonction alternée des racines primitives de chacune des 
équations 

( aa ) — I , x'*’r=z\y a:''" —i, .... 

Ajoutons que, dans l’un et l’autre cas, on aura 

(0* -r n, 

si n est do la forme f\.v -h i, et 

si n est de la forme f\œ -f- 3 . 

Jusqu’à présent nous avons supposé que dans l’équation (i) l’expo- 
satit /2 était un nombre impair. (Concevons maintenant qu’il devienne 
un nombre pair, et supposons d’abord qu’il se réduise à une puissance 
de 2. 

Pour qû’on puisse former avec les racines primitives de l’équa- 
tion (i) une somme alternée 

(0 =: p'‘ 4- p'*' P*’— P*" — - • •. 

il sera nécessaire que la puissance de 2, représentée par n, soit une 
puissance supérieure à la première, par conséquent un terme de la pro- 
gression géométrique 


'i, 16, 
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Alors, on pourra supposer, si n est égal à 4 . 


et si n est égal à 8, 
ou bien 

ou bien encore 


(Q — P — P*; 

(O — P P» — P» — p% 
(O — p- 4 - p« — P» — p’, 

(O ~ P -+- p’ — P» — ps, 


etc. Alors aussi la Ibmuile (17) ne pourra être vérifiée que dans trois 
cas spéciaux, savoir : lorsque, n étant égal à 4« on aura 


(0 = P — P», (ô* = — 4 ; 


*2® lorsque, n étant égal à 8, on aura 

tO--p-Hp»- P*— p’, (D* = — 8 ; 

3 ® lorsque, n étant égal à 8, on aura 

(Orrp-hp’— P* — p‘, ( 0 *= 8 . 


Or, de ces trois cas le dernier est le seul dans lequel les sommes 

h -t- /i' , A" H- -|- . . . 

deviennent divisibles par n. En elTet, on aura dans le premier cas 
A — I, Ar=z 3 , 

par conséquent 

h ~—k^i (mod. o); 

dans le second cas 

/l h A' = I 4 - 3 “ 4, A 4 - A'rr: 5 4 - 7 = 1 2 , 


par conséquent 

h ->r h' ^ k k' ~^n (mod. /t); 

et dans le troisième cas 

A 4- A'= I -h 7 8 , A -+- A' = 3 4- îi = 8 , 


pàr conséquent 


A 4- A' = A 4- k' - Z n. 



NOTE VIII. 


281 


Concevons maintenant que n, étant un nombre pair, ne se réduise 
plus à une puissance de 2. Si l’on nomme v, v', v", ... les facteurs pre- 
miers de n, dont l’un, v par exemple, se réduira simplement au 
nombre 2, on pourra supposer eneore la valeur de ri déterminée par 
l’équation (12), et la valeur de p par l’équation (i5), 

I t). Ç, ... 

diésgnant des racines primitives qui appartiennent respectivement h la 
première, à la seconde, à la troisième, etc. des formules (i4)* H y a 
plus : si l’on nomme 

A, A', A', ... 

des sommes alternées respectivement formées avec les racines primi- 
tives de la première, do la seconde, de la troisième, etc. des équa- 
tions (i4), et de manière que la racine 

^ ou VJ ou Ç ... 

représente Tun des termes alfectés du signe -h; si d’autre part on 
nomme 

)., V, y, ... 

les restes qu’on obtient quand on divise successivement par chacun 
des facteurs 

ytt y'h ylc 

un entier / inférieur à n, mais premier à n, on se trouvera de nouveau 
conduit aux formules (18) et ('-io) : et l’on conclura toujours de la 
formule (20) qu’à chaque système de valeurs de 
X, V, 1 % ... 

correspond une seule valeur de/. D’ailleurs la formule (18) fournira 
encore le moyen de décider si un entier /, inférieur à //, mais premier 
à n, fait partie du groupe 

/i, h', h\ ... 

qui par hypothèse renferme l’unité, ou du groupe 
k, k', k" 
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En ofTi'it, pour y parvenir, il suffira de savoir si. dans la somme (0, les 
termes du sijçne -h se trouvent échangés ou non contre les termes pré- 
cédés (lu signe — , (]iiand on remplace 

P — par 

OU, ce qui revient au même, quand on substitue simultanément 

V à à rj, V à .C 

Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisième, .... simul- 
tanément elléctuées, changeront ou ne changeront pas les termes pré- 
cédés d’un signe en ceux que précède le signe contraire, par exemple, 
les termes afïectés du signe 4- en ceux qu’alï'ccte le signe — , suivant 
que l’expression 



sera égale h -i- i ou à — i. Cela posé, en passant du cas où la lettre n 
désigne un nombre impair au cas où cette lettre représente un 
nombre pair, on obtiendra, au lieu du théorème V, la proposition sui- 
vante : 


ÏHKORKMB YI. — Soient n un nombre pair ^ 


ses facteurs premiers. 


V = 2, v', . . . 


a, b, c. 


les exposants de ces facteurs dans le mtmbre n, l un des entiers infé- 
rieurs à n et premiers à n, et p une des racines primitives de l'équa- 
tion (i). Si une somme alternée tô de ces racines est en même temps une 
fonction alternée des racines primitives de chacune des équations (\\), 
fl a, en conséquence, pour facteur une somme alternée à des racines 
primitives 5'» ... de l’équation 


( 23 ) 



les deux termes 
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seront, dans ta somme alternée (0, affe.ciès du même signe : i'» lorsque les 
termes 

étant affectés du même signe dans la somme alternée A, on aura 



ou, ce qui revient au même. 



2" lorsque les termes 


étant ajjeclès de signes contraires dans la somme alternée A, on aura 



ou, ce qui revient au même. 



Considérons en particulier le cas où, nélant pair, la somme (0 vérifie 
la condition (17), savoir : 

( 0 * — 


Dans CO cas, en vertu des principes établis dans la Note précédente, 
CD sera nécessairement une fonction alternée des racines [jrimitives de 
chacune des équations (i4)» «H, de plus, on aura, d’une part. 


ou 

d’autre part, 


11 — 2 , •î'*- . ' 1 , 


rt — 3, 


b — i. 


c — I, 


n = a'v'v” 
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Or, supposons d'abord 

Alors on trouvera 


/l=:4vv'v''..., A = p — p*= p‘— p~*, 

et le théorème VI entraînera le suivant : 


Théorème VII. — Soient n un nombre pair divisible par 4, 
v', v% ... 

les facteurs premiers y» supposés impairs et inégaux ^ l un des entiers 

inférieurs à /i, mais premiers à n, et p l’une des racines primitives de 
l'équation 

J?” = I . 


Si une somme alternée <0 de ces racines vérifie la condition 
(D*-— ifc /i, 

non seulement (O sera une fonction alternée des racines primitives de 
chacune des équations 

(a6) -..., 

mais de plus les deux termes 

P» P' 

seront y dans la somme alternée (O, affectés du même signe quand on 
aura simultanément 


1'- 

(lllOd. (1), 

; ou bien 

U "J 

1 / = 

1 ! 

•ô 

0 

E 


(27) 
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et affectés de signes contraires^ quand on aura 

I /=n I ( rriod. 4). 

(a8) < 

I I (mod. 4). 

Supposons^ on sooond lieu. 

Alors on aura 

/i = 8v'v^..• 

et, si l’on veut que la fonction alternée co vérifie la condition 

(&•= n, 

on devra supposer 

A P -H p’ — P* — P*, lorsque n sei’,1 de la forme 4^ 
et 

A = P + P® — P* — p% lorsque n sera de la forme 4 -a? -H 3. 

Au contraire, si l’on veut que la somme alternée cD vérifie la condition 

on devra supposer 

A = P -+■ P* — P* — p’, lorsque n sera de la forme 4*^ 
et 

A = P -t- p^ — P* — P*, lorsque n sera de la forme + i. 

Cela posé, le théorème VI entraînera évidemment les propositions 
suivantes : 

THËORp;Mi!: VI U. — Soient n un nombre pair divisible par 8 ; 
v', V% ... 

les facteurs premiers de '^supposés impairs et inégaux; l un des entiers 
inférieurs a /i, mais premiers àn\et p une racine primitive de V équation 




a:« = I . 
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Enfin, supposons quune somme alternée (0 de cps racines vérifie la con- 
dition 

(0»= n. 

Non seulement celte somme sera une fonction alternée des racines primi- 
tives de chacune des équations 

(29) j;*— I, 

mais de plus les termes 

9* p' 

seront, dans la somme cô, affectés du même signe : i" si, ^ étant de la 
forme (\^ -hi, on a 



2 " si, ^ étant de la forme \x + 3, on a 



Tiikorème IX. — Soient n un nombre pair divisible par %, 

v', v\ ... 

les facteurs premiers de supposés impairs et inégaux, l un des entiers 
inférieurs n, mais premiers àn,et^ une racine primitive de réquation 

~ I . 

Enfin, supposons quune somme alternée Q de ces racines vérifie la con- 



dition 
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(0*— — /I. 

iVb/i seulement celte sonune sera une fonction alternée des racines pri- 
mitives de chacune des équations 

(3a) .r^r=I, 

mais de plus les termes 

P» 

seront, dans la somme alternée (0» affectés du même signe : r si, ^ étant 
de la forme f\x -+- 1 , on a 



/ sa 1 on i, 1 

il 

( 33 ) 

ou bien 

.8 J 


l : 3 5 ou 7, 

è] 

2 '^ si, ^ étant de la forme 4- 3 , on a 

1 / ^ 1 OH 7, 


( 34 ) 

ou bien 

^ 3 ou 5 , 



Revenons inainteiiant à la foniuiie (7), où les nombres 
//, h\ A", ... O» k, k\ k\ . . . 

représentent les exposants des termes alléctés dn sijçne -+- ou du 
signe - dans la somme alternée »©. Il suit des tbéorèmes I et III que 
cette Ibrmnle se vérifie : 1“ quand n est un nombre premier impair, 
supérieur à 3 ; 2“ quand n est une puissance quelconque d’un nombre 
premier de la forme '\x -f- 1 . J’ajoute qu’elle se vérifiera encore, si n est 
un nombre composé qui renferme plusieurs facteurs premiers, l’iin de 
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ces facteurs pouvant être le nombre 2 élevé à une puissance dont le 
degré surpasse runité, et si, d’ailleurs, la valeur de n étant donnée par 
la formule ( 12 ), la somme alternée tô est une fonction alternée des ra- 
cines primitives de chacune des équations (i4)* Kn effet, supposons 
d'abord n impair. Alors, en vertu du cinquième théorème joint à la 
formule ( 21 ), les valeurs de / qui appartiendront au groupe 

A, A', A*, . . . 


seront celles qui vérifieront la condition 



par conséquent, celles qui vérifieront ou les conditions 



ou les conditions 



Or, le nombre des valeurs de l qui vérifieront la condition (35), ou, ce 
qui revient au même, le nombre des systèmes de valeurs de X, X', 
X", . .. qui vérifieront la condition (36), sera 

1^ = iv«-«v'^-‘v'‘'-‘...(v.-i)(v'-i)(v'— l).. .. 
aussi bien que le nombre des valeurs de / qui vérifieront la condition 

[^]=- 

ou 
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Pareillement, on reconnaîtra que le produit 

.(V'— I)(V''— I). . . 

exprime le nombre deîs systèmes de valeurs de 

V, y 

qui sont propres à vérifier, soit la seconde des formules (^ 7 ), soit la 
seconde des formules (38). Donc ce dernier produit, que nous repré-, 

sentons par-^X, en posant, pour abréger, 

(39) X = *. . .(v' — 1) ('/— 1). . . , 

exprimera le nombre <les valeurs de /, qui, étant comprises dans le 
groupe 

/i, h', h\ 

seront équivalentes, suivant le module v‘% à une même valeur de X, par 
laquelle la première des formules ( 37 ) ou (38) se trouve vérifiée. 
Donc la somme dos valeurs de /, comprises dans le groupe 

A, h\ h\ ..., 

c’est-à-dire, en d’autres termes, la somme 
/i -f- A h" - 

sera équivalente, suivant le module v'% au produit du nombre 
- X 

par la somme des valeurs de X, qui vérifieront l’une des formules 



Or, comme chaque valeur de X satisfera nécessairement h l’une 
des équations (4o)» il est clair que la dernière somme comprendra 
toutes les valeurs de X, et sera, par suite, en vertu du théorème IV, 
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divisible par v**. Donc aussi la première somme 

h 4- A' 4- A''4-. . . 

sera divisible parv"; et, comme elle devra être, pour les mêmes rai- 
sons, divisible par v'*, par v'^ il est clair que, dans l’hypothèse 
admise, elle sera divisible par le produit 

n ~ . . . 

On pourra encore en dire autant de la somme 
A4.X'4-r4-..., 

puisque, en vertu du théorème IV. la somme totale 

A 4" h' 4' fl” 4“ . . . 4“ A 4“ 4" k” 4- . • • 

devra encore être divisible par n. Donc si, n étant impair, la somme 
alternée (ôest en même temps une fonction alternée des racines primi- 
tives de chacune des équations (l 'i), les deux sommes 

A 4“ A^ 4~ A’ -i- . , . , k -k' k* -\r k” , 

vérifieront la formule (7). 

Supposons maintenant que, dans l’équation (12), l’un des fac- 
teurs 

y, vV 

se réduise au nombre 2, mais se trouve élevé à une puissance dont le 
degré surpasse l’unité. On prouvera encore, non plus à l’aide d’une 
seule formule (21), mais à l’aide des formules (18) et (28), que la 
moitié duproduit déterminé par l’équation (38), exprime le nombre 
des valeurs de / qui, étant comprises dans le groupe 

A, A', h\ .... 

sont équivalentes, suivant le module v'*, à une même valeur de À. 
D’ailleurs, parmi les termes afi’ectés du signe dans la somme (0 que 
détermine la formule (18), on en trouvera qui auront pour facteur un 
terme donné quelconque, alfecté du signe -h ou du signe dans la 
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somme A. Donc iâ somme 

A -f- A' + A" - 1 - . . . 

sera encore, dans rhypothèseadmise, équivalente, suivant le module v", 
au produit de ^ parla somme totale des valeurs de X. Donc, cette 

dernière somme devant être, en vertu du théorème IV, divisible 
par v", ou pourra en dire autant de la première, qui devra être divi- 
sible par chacun des nombres 

ya ^>h , 

et se réduire, en conséquence, à un multiple de n. La somme totale 
A -f- }\! -f- A* + ... + /' H- -f* •+• • • . 

devant être elle-même, en vertu du théorème IV, un multiple de /i, 
il suit de ce qu’on vient de dire que les <leux sommes 

A -H A^ + A* , A* -H k' k’'. . 

devront encore vérifier la formule (7). 

En résumé, on pourra énoncer la proposition suivante : 

liiÉORêME X. — n étant un nombre composé qui renferme divers fac- 
teurs premiers v, v', v", et ne puisse devenir pair ^ sans être divisible 
par /|, si l’on suppose que, la valeur de n étant fournie, par l’équa- 
tion (12), la somme alternée (O, déterminée par la formule (2), soit en 
même temps une fonction alternée des racines primitives de chacune des 
équations (4), on aura 

h 4- A'-f- A'-f-. . .s A -4- A'4- A' 4 -. . o (mod. /i). 

11 est bon d’observer que, dans le théorème précédent, les exposants 
de tous les facteurs impairs pourraient se ré<luire à l’unité. 

En vertu des principes établis dans la Note précédente, pour que la 
somme alternée (ô vérifie la condition 


fO*=rdb/i, 
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n étant un nombre premier ou composé, pair ou impair, déterminé 
parla formule (12), il est nécessaire que les facteurs premiers impairs 
de n soient inégaux, le facteur pair, s’il existe, étant 4 ou 8, et qu’en 
outre (D soit une fonction alternée des racines primitives de chacune 
des équations (i 4 )* tlda posé, les théorèmes I et II entraînent évidem- 
ment la proposition suivante : 

Thkorèmü: XI. — Lorsque la somme alternée co, déterminée par la 
formule (2), vérifie l’équation (17), savoir 

6£>»=zdb/i, 

les deux groupes d’exposants 

h, /i', h\ .... 
k, k\ k\ ... 

vérifient la condition (7), savoir 

/< -+- A' -h 4*' -H . . . = X- -h A" -h . . . = O ( inod. n ), 

à moins toutefois que le module n ne se réduise à l’un des trois nombres 
3 , 4 , 8 . 

On peut d’ailleurs observer que la condition dont il s’agit est véri- 
fiée, pour le cas même où l’on suppose /i = 8, lorsque to, étant réduit 
à la somme alternée 

pi-p’-p»-pS 

vérifie l’équation 

(0»r=8=«, 

mais cesse de l’étre lorsque tô, étant réduit à 

p-t-p’-.p»-p% 

vérifie l’équation 

(D* — — 8=— «. 
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THÉORfcMES DIVERS RELATIFS AUX SORXBS ALTERNEES DES RACINES FRIMITIVES 
DES ÉQUATIONS BINOMES. 

Soient : 

n un nombre entier supérieur 0 2; 

h, k, ... les entiers inférieurs à n, mais premiers à n ; 

N le nombre des entiers /i, k, l, ... ; 

P une racine primitive de l’équation 

(1) 

enfin, supposons les entiers 

k, k, l, ... 

partagés en deux groupes 

A, h\ h\ ... et A, k\ k" 

de telle manière que l’expression 

( a ) (0 — p'> H- pA' 4_ _ P* - P*' _ pA' _ . . . 

représente une somme alternée jiles racines primitives de l’équation 
(i), et que l’unité fasse partie du premier groupe 

A, h' y h\ .... 

Alors, la quantité m étant éijiiivalente, suivant le module /z, à l’un 
des entiers 

A, A, /, .... 

les produits 

nihy mh'y mA", 

seront équivalents, à l’ordre près, soit aux termes du premier groupe 

A, A', k" 

soit aux termes du second groupe 

A, A', A" 
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selon que m fera partie du premier ou du second groupe; et, au con- 
traire, les produits 

w/-, mX', /nX', 

seront équivalents, dans le premier cas, aux nombres 
X, X', k", .... 

dans le second cas, aux nombres 

h, 

Donc, / étant l’iin quelconque des entiers inférieurs à n, mais pre- 
miers il w, le nombre / et le produit m/, ou plutôt le reste de la division 
de ml par n, appartiendront ou non au même groupe, selon que la 
quantité m deviendra équivalente à un terme du premier ou du second 
groupe. Ainsi, par exemple, 

/ et — ou plutôt n — /, 

appartiendront ou non au mémo groupe, suivant que la quantité 
— I, ou plutôt n— J, 

fera partie du premier ou du second groupe. Pareillement, si le 
nombre n est impair, 

l Qt tl 


appartiendront ou non au même groupe, et par suite les produits 
ih, tA', tA', ... 


seront équivalents, à l’ordre près, aux nombres 
A, A', A', ... 

ou aux nombres 

X, X', k’ 

suivant que le nombre i fera partie du premier groupe ou du second. 

Des principes que nous venons de rappeler il résulte encore que, si 
l’on remplace 


P par p'«, 
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les deux groupes des racines primitives 

p'*', p'*', ... et p^ P*', P*', ... 

resteront composés chacun des mêmes racines, où sc transformeront 
l’iin dans l’autre, suivant que m sera équivalent, suivant le module /i, 
à l’un des nombres 

A, h\ h\ ... 

ou à l’un des nombres 

A. k\ k\ .... 

Donc, si l’on nomme 

I = f(pA, p'*', p'^', ...) 

une fonction symétrique des racines 

p^*, P*’, p^'*, • . . , 

et 

J — f(p*, P*', P*', . . .) 

ce que devient la fonction 1, quand on y remplace 

p'', p''*, p'*', . . . 

P*, P*', p^’, ..., 

I-h.I 

ne changera jamais ni de valeur ni de signe, et la diirérence 

I — J 


par 

la somme 


pourra seulement changer de signe, en conservant toujours, au signe 
près, la meme valeur, lorsqu’on remplacera la racine primitive p par 
une autre racine primitive p'". Donc alors la somme I-f-J sera une 
fonction symétrique, et la dilTérence I — J une fonction alternée des 
racines primitives de l’équation (i). 

Si le nombre «est tel que l’on ait 

(3) (0*zr:±«, 

alors, en vertu des principes établis dans la Note précédente, ce 
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nombre sera de Tune des formes 

vv'v', 4v'v', Sv'v', 

V, v', v", . . . désignant des facteurs impairs et premiers, inégaux entre 
eux ; et, si d’ailleurs n ne se réduit pas à l’un des trois nombres 

a. 4, 8, 

on aura 

(4) /ï -4- /i' +- A'-f-. . . = A -4- A'-f- Ar"-»-. . .= O (mod. /i). 

Ajoutons que l’équation (3) pourra se réduire à 

(5) 

dans le cas seulement où, les facteurs impairs de n étant inégaux. 
n sera de l’iine des formes 


4u;-hi, 4(4 *î^ + 3), 8(a^-4-i), 

et qii’alors chacun des nombres 

A, A', h\ ... 

vérifiera : i“ si /i est de la forme f\x + i, la condition 


(«) 




2 '' si y est entier et de la forme l\x->r 8, les conditions 


(7) 

ou 

( 8 ) 


[fj=- 


A = I (mod. 4)» 


A= — I (mod. 4); 


3® si “ est entier et de la forme l\x + 3, les conditions 




(9) 


A - I 


ou 7 (mod. 8), 
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OU 

(10) 


r "j — 1 — “-'f /t^3 ou 5 (inod. 7 ); 

\j'*l 

si g- est entier et de la forme t\3c -f- 3, les conditions 


(il) 

ou 

(13) 


[^] 

[p] 


h I ou 


(inod. 8), 


— — r, 4 = 5 ou 7 (rnod. 8). 


Au contraire, l’équation (3) pourra se réduire à 
('3) 

dans le cas seulement où, les facteurs impairs de n étant inégaux, 
n sera de Tune des formes 

4(4-^' '+-!), 8(a.r-i-i); 

et alors chacun des nombres 


4, 4', 4^ . . . 

vérifiera ; i“ si /i est de la forme /|a;-4- 3, la condition ((>); 2“ si ? 
est entier et de la forme 4^-M» les conditions (7) ou (8); 3“ si 
~ est entier et de la forme H- 3, les conditions (9) ou (10); 4« si 

^ est entier et de la forme 4 j 7 -H i. les conditions (i i) ou (12). 

Si l’on désigne par 

V, '/, v'. 


les lacteurs premiers de n, et par 

a, 4, c, ... 

les exposants des puissances auxquelles ces mêmes facteurs sont 
élevés, l’équation 

(l4) /i =V*3*V'’‘', 


OEut/res de C. — S. I, t. III. 
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entraînera généralement la suivante : 

(ij) N = (v — l) (v' l) (v" — l). . 

Si Ton suppose en particulier n impair, et composé de facteurs impairs 
inégaux 

V, v', , 

alors l’équation 

(i6) /i=v'vv"... 

entraînera les suivantes : 


(‘ 7 ) 

N — (v — i)(v'— i)(v''— 1).. 

f—i 1 r — *1 

(18) 

L « J ■" L V J [ v' J 1 v" J 

(>9) 



D'ailleurs, v étant un nombre premier impair, l’expression 



se réduira simplement à -h i ou à — i, suivant que v sera de la forme 
I ou — I. Donc, en vertu de la formule (i8), l’expression 

1 ^] 

sera égale à ,4- 1 ou à — i, suivant que les facteurs premiers de n, de 
la forme l\x — i, seront en nombre pair ou en nombre impair; et, 
comme le nombre n sera, dans le premier cas, de la forme /|a?-h i, 
dans le second cas, de la forme t\x — i, il est clair que l’équation (18) 
pourra être réduite à 

(-) 


De plus, V étant un nombre premier impair, l’expression 
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se réduira simplement à -+■ i ou k — i, suivant que v* sera de la forme 
i(}Æî-+-i ou i(JarH-9. Donc, en vertu de la formule (19), l’expres- 
sion 

[=] 

sera égale k -h i ou h — i, suivant que, parmi les carrés 

v’, v'*, v**, 

ceux qui se présenteront sous la forme 

i6;a7 ■+■ 9 

seront en nombre pair ou en nombre impair. D’ailleurs, le produit 
de deux (acteurs de la forme i()j?-i-9 étant lui-même <le la forme 
îGx -I- I, il est clair que le carré 

/i*r=v»v'* 

sera dans le premier cas de la forme iG.v -h i, dans le second cas de la 
forme iGa7-f-9. Donc, par suite n sera, dans le premier cas, de la 
forme 8.1? dz 1 , ou, ce qui revient au même, «le rune des formes 

8.r-M ou 8.17 -1-7; 

dans le second cas, de la forme 8a? ± 3 , ou, ce qui revient au même, 
de l’iinc des formes 

8.r-+-3 ou 8 j7-+-5; 

et l’équation (19) pourra être réduite k 

Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n étant inégaux 
et représentés par 

v'v', ..., 

n renferme, en outre, un facteur pair représenté par 4 ou par 8 ; alors, 
eu égard k la formule (20), il est clair que l’équation 

(aa) 


n ~ 4v''/. . . 
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entraînera la suivante : 



ou que Téquation 

( 24 ) /i — 8v'v"... 

entraînera la suivante : 


(a 5 ) j ^ |=(-i) * . 

1 . 8 " J 

Des formules (20), (2'3), (2 ») jointes aux conditions (6), (7), (8), 
(9), (10), (1 1), (12), on déduit iiiiniédiatement les propositions que 
nous allons énoncer. 

TnKORf-MR f. — Soit P l'une des racines primitives de l’équation (i), et 
supposons les exposants des puissances diverses de p partagés en deux 
groupes 

/i, A', h\ A, k\ k\ 

chaque exposant étant censé appartenir au premier ou au second groupe^ 
suivant que la puissance correspondante se trouve affectée du signe ou 
du signe — dans une somme alternée üE> de ces racines primitives. Les 
deux exposants 

I cl — 1 ou n — \ 

appartiendront au même groupe^ si la somme (D vérifie la condition 

(£>*— /î, 

et à des groupes différents^ si la somme tô vérifie la condition 

Par suite, / étant premier à n, les exposants 

/ et — / ou n - 1 


ippartiendroul au luême groupe, si l’on a (0 = /i, ce qui suppose que 



n soit de l’une des formes 
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et à des groupes differents, si l’on a (D*= — /i, ce qui suppose que n 
soit de l’une des formes 


4a: -4- 3, 4(4a: - 4 -i), 8 ( 2 .r-hi). 


On peut aussi, de l’équation (21), jointe à ce qui a été dit plus haut, 
déduire le thtmrèrne dont voici l’énoncé : 

Thkorëme II. — Le nombre n étant impair ^ soit p l'une des racines 
primitives de l équation (i), et supposons les exposants des puissances 
diverses de p partagés en deux groupes, chaque exposant étant censé ap- 
partenir au premier ou au second groupe, suivant que la puissance cor- 
respondante se trouve affectée du signe ou du signe — dans une somme 
alternée <0 de ces racines, qui offre pour carré ± n. Les deux exposants 


ou plus généralement 


1 et » 
/et 2/ 


appartiendront au même groupe, ou à des groupes differents, suivant que 
le module n sera de l'une des formes 


ou de l'une des formes 


Sor-hi, 8 j? - t- 7 
8.r+3, 8.r-4-5. 


Le deuxième théorème entraîne immédiatement la proposition sui- 
vante ; 


Thêorëme ni. — n étant un nombre impair, et p une des racines pri- 
mitives de l'équation (1), soient 

h, h\ h”, ... et k, k\ k\ ... 

les deux groupes d'exposants de p dans une somme alternée (ô de ces 
racines, qui offre pour carré ±: n. Si n est de la forme ' 

80:4-1 ou 8a: -+-7, 
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le groupe des exposants 

h, /i', li\ . . . 

pourra être remplaeèy dans la somme alternée cO, par le groupe des expo- 
sants 

ih, a/i', a/t", 

qui seront y à V ordre près y équivalents aux premiers suivant le module /i, 
et le groupe des exposants 

ky k'y k\ ... 

par le groupe des exposants 

2ky 2 k' y a A " 

Siy au contraircy n est de rime des formes 

8.r-H-3, 8.r-i-5, 

le groupe des exposants 

h, h' y h" y ... 

pourra être remplacé par le groupe des exposants 
a A, 2 k' y 2k\ ..., 

et le groupe des exposants 

ky k'y k’y ... 

par le groupe des exposants 

2hy 2h'y 2 h" y .... 

Supposons maintenant que, l’équation 

étant vérifiée, n représente, non plus un nombre impair, mais un 
nombre pair. Alors n sera de runc des formes 

4v'v'..., 8v'v*..., 

'/, v", ... étant des facteurs impairs inégaux. Or, si l’on suppose 
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d’abord 


n — ^v'v". . 


un nombre / inférieur à /i, mais premier à /i, fera partie du premier 
groupe 

h, h', h\ 


si ce nombre /, pris pour A, vérifie les conditions (7) ou (8), et n’en 
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs 


inférieurs à /i, mais premiers à appartiendront l’un au premier 
groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres vérifient la condition 



sans vérifier la suivante : 

/'r=/ (mod. 4); 
en sorte que l’on ait, non pas 

i—l~o (mod. 4)> 

mais, au contraire, 

(37) l' — l'-s'i (mod. 4). 

Or, les conditions (^G), (27) seront évidemmont vérifiées si, / étant in 
férieur à on pose 

(38) 

puisque alors on aura 

= 3'/v". . . = 3 ( mod. 4 )• 


Supposons maintenant 

n — Sv'v " . . . , 


v', v", ... étant toujours des facteurs impairs inégaux, et la valeur de 
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étant ±1 n. En vertu des conditions (9) ou (10), (1 1) ou (12), deux 
nombres impairs 

inférieurs ii n, mais premiers à «, appartiendront nécessairement, l’un 
au premier groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres vérifient 
les deux conditions 



(30) /s'i (mod. 8). 

Or, c’est précisément ce qui arrivera,*si , / étant inférieur à on sup- 
pose la valeur de /' déterminée par l’équation (28), puisque alors on 
aura 

r— ^ = ',vV...s4 (rnod. 8). 

Observons maintenant que la formule (28) entraîne iinincdialemcnt 
la suivante : 

(31) (niod. n). 

Donc, lorsque, /i étant pair, le carré de (O sera ±:«, on pourra, aux 
termes du premier groupe 

A. /»', u\ 

faire correspondre les termes du second groupe 
A', k\ ..., 

de inanifTe que l’on ait, par exemple, 

2/1^ 2k, 2h'^2k'y ... (mod. 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

, TiiÉORéMR IV. — n étant un nombre pair ^ et p une des racines primi- 
tives de l'èfpialion (i), soient 


A, A', h\ 


el k, k\ k\ 
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les deux groupes d'exposants de p, dans une somme alternée (O de ces 
racines, qui offrent pour carré ±: n. Les nombres 

a/i, a A', aA% ... 

seront équivalents, à V ordre prés, suivant le module n, aux nombres 
a k, a k‘, a k\ .... 

Le nombre total des entiers 

h, k, l, ... 

inférieurs à n, mais premiers à », étant représenté par N, et la somme 
alternée (t) renfermant toujours autant de termes positifs que «le termes 
négatifs, il est clair que dans chacun des groupes 

A, /i\ h", ... et X. k', k\ ... 

le nombre des termes üoitètre égal à 7 • Cela posé, l’unité étant censée 
faire partie du premier groupe 

A, A', A", ..., 

nommons i le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inférieurs 
à ety le nombre de ceux qui surpassent -• On aura 

(3a) — 

D’autre [)art, l étant un entier inférieur à~. mais premier à /, 

sera un autre entier supérieur à mais inférieur îà n, et premier à n. 
Donc, les entiers inférieurs à n, mais premiers h n, se correspondront 
«leux à «leûx, au-dessus et au-dessous «le ”, le nombre <l«'s uns et des 
autres étant encore —• Donc, ceux qui feront partie «lu s«îcoiuI groupe 
seront, au-dess«)us de ”, en nombre égal à 
N . . 

Œuvres de C. — S. \, t. III. 3^ 
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(*t au-dessus de en nombre égal à 



Il y a plus : deux termes correspondants, c’est-à-dire de la forme 

seront, en vertu du théorème I, deux termes qui feront partie d’un 
même groupe, si la somme alternée (O vérifie la condition 

Donc, alors, à l’éqnation (32) on pourra joindre celle-ci 
(33) i=j\ 

et l'on aura, par suite, 

(3/,) = 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Tukouf.me V. •— Le nombre n étant tel que la somme alternée tO, dé- 
terminée par V équation ( 2 ), vérifie la condition 

c0*=«, 

chacun des groupes d’exposants 

h, h', h\ ... et k, k', k", 

offrira autant de termes inférieurs à ^ que de termes supérieurs « 
nombre des termes de chaque groupe^ inférieurs à étant 

En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations 
qui ne sont pas satis intérêt. 

Si, dans le cas où n représente une puissance d’un nombre premier 
impair, et / un entier premier à on désigne par 
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comme nous Pavons fait dans la Note précédente, le reste -+- 1 ou — i, 
qu’on obti(MU eu divisant par n le nombre entier 

N 

i*. 


alors on devra, dans les rormules (•><») et ('jr), supposer, ainsi que 
nous Pavons admis, le nombre n non seulement impair, mais composé 
de facteurs inégaux. Car, si Pon supposait, par exemple. 


on trouverait 
et les expressions 


« = 9 — 3 *, 


N — 2.3, -“3, 







^ 2 ^ =£ -- 1 


( rnod. 9) 


cesseraient d’étrc égales aux (juantités 

(-l)^=(-l)‘=I, (-1)^ :r(-, )'"=•. 


Toutefois les formules (20), (21) conlinueraient d’être vérifiées, si, 
dans le cas où n représente une puissance v'* d’un nombre v premier et 
impair, on désignait, avec M. Jaeobi, par la notation 


non plus le reste 4-1 ou -—i, qu’on obtient eti divisant par n le 
nombre 

i*, 

mais l’expression 

Alors aussi Pon pourrait étendre à des nombres impairs quelconques 
la loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers impairs; 
en sorte qu’on aurait généralement, pour des valeurs impaires des 
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nombres entiers m et /i. 


(35) 



NOTE X. 

StR LKS FONCTIONS RÉCIPROQL'KS ET SUR LES MOYENS QU’eLLKS FOURNISSENT 
d’évaluer les SOMMES ALTERNÉES DES RACINES PRIMITIVES d'uNK ÉQUATION BINOME. 

f(j?) étant une (bnetion donnée de la variable .r, on a générale- 
ment, pour une valeur de renfermée entre les limites .ro, X {voir le 
LV (iiahier du Jourrialde l’École Polytechnique^ et le Tomi* Il des Exer- 
cices de Mathématiques ^ p. ii8), 

f(.c) f ({,i)du dr, 

ou, ee qui revient au même, 

(i) ({jc) = ~ f ( cos r{x — it)î{u) du dr; 

Jr, 

et pour une valeur de x, située hors des limites a7„, X, 
o—~l e'^^-"^é^({u)dudrj 
ou, ee qui revient au même, 

cos/'(.r — m) f( w) du dr. 

Ainsi, en particulier, si l’on suppose 


JCQ — Of 


X=oo, 
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la formule (i) donnera, pour des valeurs positives de æ, 

(3) f(a:) = - f f cosr{æ — u)f{u)({u dr; 

” -'n do 

mais on conclura de la formule ( 2 ), t‘n y remplaçant .r par — .r, 

(4) I cos/*(47 — u) î{it)dndr. 

Comme on aura, d’ailleurs. 


cosr(jî H- «) = cos/'cccosrM — sinro: sinrt/, 
cos/*(4t' — m) = cos/ j? cos/7/ -h siii/’.r sin/7/, 


. on tirera des équations (3) et (4) 




cos/\r cos ru f( u ) du dr, 
siii i\c sin ru f( n ) du dr. 


De ces dernières formules, données pour la première fois par M. Fou- 
rier, il résulte que, si l’on suppoî^e 

COS r JC f(/') dr, 

on aura réciproquement 

(8) f{jc)—^^ I cos/\f (^(/') ///•, 
et que, si l’on suppose 

(9) -]^(.r)=r jf si II /'^r(.r )///*, 

on aura réciproquement 

(10) f(.r)— J* ÿ\nrjc^{r)dr. 

On voit donc ici se manifester une loi de réciprocité : i'* entre les 
fonctions f et o; 2 “ entre les fonctions f et de telle sorte, que 
chacune des équations ( 7 ), ( 9 ) subsiste, pour, des valeurs positives 
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(le j;, quand on (M'hangt^ entre elles les fonctions f et y, ou f et '«J'* 
(l’est pour (M‘lte raison que, dans le Hiilteiin de la Société philomatique 
d’août j’ai di'si^né les fonctions 

<p(.r) 

sous le nom de fonctions réciproques de première espèce^ et les fono 
tions 

sons le nom de fonctions réciproques de seconde espèce, ("es deux espf'ces 
de foiK'tions peuvent être, ainsi que les formules citées de M. Fourier, 
emplovées avec avantage dans la solution d’un grand nombre de pro- 
blèmes, et jouiss(‘nt de propriétés importantes, dont je rappellerai 
quelques-unes en peu de mots. 

D’abord, puisqu’on a généralement, pour des valeurs positives 
de w, 

/ co^rxdr = —^ — 1> / sin rx <//*= — r» 

J a w* -f- .<?• w* -H .r* 

il en résulte que la fonction 


a pour réciproque de première espèce 

et pour réciproque de seconde espèce 

\7r/ 61* -(-.r* 

(.)n a donc, par suite, 

('*) / -7~ — rCosr.rrfi-=:-e-«, / ^ — ;sinra;rfr— -e 


On se trouve ainsi ramené à deux formules données par M. Laplace. 



NOTR X. 


311 


Lorsque, dans la (Iertii«*re de ces formules, on pose (o = o, on retrouve 
la lormule connue 

/ /’*slnr.r i: 

(la) / — 

' ■ 3 

qui subsiste seulement pour des valeurs positives de la variable x. 

Il résulte encore de la formule connue 

(i 3 ) / e ^C08/*a:rfr =r -er 

.'o ^ 

que la fonction 

£» 

e'~ * 


se confond avec sa récipnxpie de première espèce. 

Soient maintenant 5 nue variable, dont le modub? reste inférieur à 
l’unité, et a une quantité positive. Si la série 

(’(o), 3f(<'ï), sM't'Ja), ... 


est convergente, ou tirera des formules (8) et (k?) 


(i4) 


f(o) -4- 5 f(rt) 3 ’ f(aa) 


-I- 


/uV r* i-^jcosa/' 

Jq I — 35 cosa/- 3* 


9 (/•)<//• 


et 

(i5) 


3 f(a) 4- 3 * f(aff) -h. 



$ sitia/' 

I - %^cosftr 4 - 3* 


•^{r)dr. 


Si, d’ailleurs, ou tait converger z vers la limite i, le rapport 

t — J cos AT/- 
I — a 3 r 7 >s«r 4- 3* 


s’approchera iiidéfiniinent de la limite j> à moins que l’on attribue à r 
des valeurs peu dilférentes «le celles qui vérifient l’éqnation 

COSrf/' -- 1 . 

Or, les racines positives de cette équation seront de la forme 


r = nb^ 
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n étant «n nombre entier, et h une constante positive liée à la con- 
stante a par la formule 

(i6) ah — 'iTt, 

Cela posé, on reconnaîtra sans peine [voir le Volume des Eæer~ 
vices de Mathématiques, p. i.^8 et suivantes ( •)] que, si s s’approche in- 
définiment de la limite i, l’intégrale renfermée dans le second membre 
de la formule (i/*) aura pour limite, non pas l’expression 



comme on pourrait le croire au premier abord, mais cette expression 
augmentée de certaines intégrales singulières dont la somme sera 

î 4*9(2è) +•••]• 

En conséquence, on trouvera 

I 

(17) if(o) -i-C(rt) + f(art)-H...= “'-?(*)■+* 9(3*) + •••]. 

ou, ce qui revient au même, 

(18) <1* j^^f(o) f(rt) H- f(aa) f-. . . j — h* [^•^9(0) 4- cp(6) -+- 9(26) - 

Ainsi, lorsque la série 

f(0), f(<l), f(2«), ... 

est convergente, l’équation (18) subsiste entre les fonctions réci- 
proques de première espèce; désignée*s par les lettres f et pourvu 
que les nombres a, h vérifient la condition (1 G). 

Il importe d’observer que la série 

<SP(o)» 9 ( 6 ). 9(2'>), ... 

peut quelquefois se réduire à un nombre fini de termes, et qu’alors 


( ' ) Œuvres de Cauchy, S. II, l. VI. 
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l’équation (17) fournit irnmédiateinont la somme de la série 

f(o), f(a), f(art) 

C’est CO que nous allons montrer par un exemple. 

Comme on a généralement 

sin/*(w 4 - .r) -t- siiir(w — .r) 

sin b) r cos /•.*.’ - :: » 

a 

on en conclura, eu égard à la formule (1 ü), 

, . /‘^sinw/* . TT 

(19) / cos/-.rrfr=- 

ou 


(20) 


J C* slnwr 

\ cos 

» 


COS/\ïî dr :rr O, 


suivant que a? sera inférieur ou supérieur à w. Donc, si l’on pose 




9 {.r) = o, 


suivant que la valeur de x sera inférieure ou supérieure h la constante 
positive cü; et alors, pour réduire l’équation (17) à la formule 

par conséquent h la formule 


(ai) 


-rtw 4- sinao) 4- - 


siiiarir.t siii3^ib) 


il suffira de choisir la constante de manière à vérifier la condition 

rtb) < aTT. 


ou 


La formule (21) était déjà connue. Lorsqu’on y pose « — i , elle donne, 

OEufre» de C. — S. f, t. 111. -lO 
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pour des valeurs de co, renfermées entre les limites 0,2*^, 

, ^ I . Silltîb) si il 3 r.) TT 

Si, dans la formule (18), on pose 
elle donnera 

1 / _n* \ •/ -4— \ 

(';i3) * -i-e * -f-. , . j // f i -h e ' -h e 

les nombii's a, b étant toujours assujettis à la condition 
ab — 2 TT. 


Si, ilans l’éijuation ( 23 ), on remplace par 2a*, et />■* par 2/>“, on en 
conclu ra 

■) 

les nombres a, h étant maintenant assujettis à vérifier la condition 
(25) abr-Tz. 

J’ai signalé les formules (18) et (2'|), avec la méthode par laquelle je 
viens de les re|)roduire, dans le /fulletin de fa Société philomatique 
de 1817 ('), et j’ai «léveloppé cette méthode dans les le(;ons données 
la même année au (à)llège de France. La relation établie par la for- 
mule ( 2'|) entre les ternies des deux séries 

(2(») 1, e '*\ e 

(27) I, c-''\ e e-»*’, ... 

parut digm* d’altenlion à fauteur tlv la Mécanique céleste^ qui me dit 
favoir vérifiée dans le cas où l’un des nombres «, b devient très petit. 
Klfectivement la formule (2V). l’o» peut écrire comme il suit. 



(U/,) «>(i. 


‘‘-h 






(') ÜEih'res (le Cnnchy, .S. II, t. II. 
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donnera sensiblement, si a se réduit à un très petit nombre a, 

a -H e'*’ 4- 

et, pour vérifier cette dernière équation, il suffit d’observer ([ue, d’après 
la définition des intégrales définies, le produit 

a pour limite 

(39) f = - 7:*. 

La formule (iH), avec la démonstration que nous en avons donnée, 
peut être étendue, ainsi que la formule ( 2 '|), à des valeurs imaginaires 
de a, renfermées entre certaines limites. Ainsi, en pai ti(rulier, la for- 
mule ( 24 ) continue de subsister, comme l’a dit M. Poisson, quand on 
y remplace par a- V— i • KHe subsiste même généralement, quand 
on j)rend pour «Mme expression imaginaire, pourvu que les parties 
réelles d(îi a et d(? h soient nulles ou positives ; et l’on peut retrouver 
aussi une autre formule, déduite par M. Poisson «le l’équation (iH), 
dans un Mémoire sur le calcul numérique «les intégrales «lélnties. 
J'ajouterai que, pour arriver au cas où la partie réelle «le a s’évanouit, 
il convient d’examiner d’aboni celui où la mênni parliez réelb* «‘st infi- 
niment petite, mais positive ; et qu’en opérant d»* celt«; manièn\ on peut, 
delà formule ( 24 ), déduire la somme de «certaines puissances d’une 
racine de l’équation binôme 

( 3o ) — 1 , 

n étant un nombr<! entier quelconque; savoir : la somme des puis- 
sanc<'s qui ont pour exposants les carrés «les nombres entiers infé- 
rieurs à n. (^est ce que nous allons ex|>liquer plus en détail. 

Nommons p une racine primitive de i’t^uation (3o). On pourra sup- 
poser 

(3«) 


p = e«*' 
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la valeur de o) élant 


(3«) 


ùi ~ 


aTT 
n * 


et alors les diverses racines de Téqiiation (3o) pourront être représen- 
tées par celles des puissances de p, qui offriront des valeurs distinctes; 
par exemple, par les termes de la progression géométrique 

« — P®i p‘, P*, p\ .... p"~‘. 


Si, dans cette même progression. Ton remplace les exposants 
O, I, a, 3, n — I 

par leurs carrés 


O, I, .'n 9, ... (/i — I)*, 


on obtiendra une nouvelle suite ; savoir : 

(34) î, P, pS p\ .... p^'*-*^ 

et, si l’on nomme Û la somme des termes de celte nouvelle suite, on 
aura 


(35) 


12 m -f- P +• p‘-j- p»-4-. . .4- p^"-')’, 


ou, ce qui revient au même, 

( 3() ) £2 1 -+- -h -h.,.-he< «-o*»-/”. 

delà posé, 12 sera évidemment ce que devient la somme des/i premiers 
termes de la série ( 2 (j), quand on y remplace «* par — w \/ — i , c’est- 
à-dire, lorsqu’on prend 

(37) 

Or, dans ce cas, la formule ( 2 ;»), ou 


donnera 


a*2»* = iï*, 
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et, en adoptant cette valeur de b*, oii verra les termes distincts de la 
série (27) se réduire aux deux premiers, c’est-à-dire, aux deux termes 
du binôme 

On doit donc s’attendre à voir réquation (24) fournir une relation 
entre la somme représentée par û et le binôme dont il s’agit. Or, 
etrectivcmcnt, pour obUnir cette relation, il suffira de supposer, dans 
l’équation 

( 39 ) = . 

désignant un nombre inriniment petit. Dans cette supposition, 
a* différant très peu de — —y — i. b^ diivra très peu différer de 

Y ' • Donc, si l’on pose 

(40) 


s’évanouira en même temps que a’; et, comme la condition ( 25 ) 
donnera 

a*ë’ -h — * ~ 

OU, ce qui revient au même. 




on en conclura sensiblement 


(40 


45* aë 

' nat. 


Concevons maintenant que l’on multiplie par /la et par 2^ les sommes 
des séries (2G) et (27), en ayant égard aux formules (3q), (4<>)* cf 
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supposant ct,^j infinirnont pntits. Comme chacun dos produits 

/I a Q + «f- *'■’** 4- . . . ^ , 

/I e . . .], 

-h «-«• + ...] 

so réduira sonsibloment à rintégralc définie 

Ç e~'‘ * (Ijp — 

on trouvera, sans erreur sensible, non seulement 

-f- 6’”'*’-+' «“‘'"‘-H. . .4- 


ou, ce qui revient au même. 


„ « + e— ’+ . . ) = ^ n’Ü, 


puis, on conclura, eu égard à la seconde des Ibrmules (4*)» 


(V-0 



D’ailleurs, en vertu de la formule (24) ou (28), le premier membre de 
l’équation ( '12) sera équivalent au rapport 

I 

lll. 

a 


Donc, en supposant que les valeurs de a“, déterminées par les for- 
mules (37), (38), c’est-à-dire, en faisant évanouir a et 6^, dans les 
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il 

I 4 - e *' 

OU, ce qui revient au même. 
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(43) 




Mais alors de l’équation Çiy) présentée sous la forme 


2 TT - 7 V' - » 


OU tirera (voir ['Analyse algébrique, Chap. VII et IX) ( ') 

Donc la formule (43) donnera 

(44) 12= ~(i '"*')• 

Kn conséquence, l’on aura : i” si n est de la forme 4 .r, 

(45) £> = «i(n-v/Cr,); 

* 2 " si w est fie la forme 4-3:^ -h i , 

(4^3) £2=:«*; 


3" si n est do la forme 4-^ H- 2 , 

(47) 12 = 0; 

4® si n est d<‘ la forme ix’ -h 3, 

( 4^) £2 -- /i* - I. 

Ainsi les formules (4 i)* (4 >)» ( i?)* (4^) que M. Gauss a éta- 

blies dans run de ses plus beaux Mémoires, et dont M. Dirichlet a 


(*) OEiwres (le Cauchy, S, If, t. III. 
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(loniiô une démonstration nouvelle en i835, se trouvent comprises, 
comme cas particuliers, dans Téquation de laquelle on déduit 
immédiatement la formule en attribuant ii Texposant — une 

valeur infiniment rapprochée de la valeur imaginaire “V— i* ce 

qui revient au même, en réduisant rexponenlielle c "’ à une racine 
primitive p de l’équation (3o). 

11 est important d’observer que, dans les équations précédentes, la 
valeur de ü, déterminée par la formule (35), peut encore s’écrire 
comme il suit 

(49) — ), 

puisque, l étant un entier quelconque inférieur à - /i, on aura généra- 
lemi'nt 

(«•— /)* 2 s/* (mod./t). 


Nous avons supposé, dans ce qui précède, la valeur de p déterminée 
par la formule (3i). Pour savoir ce qui arriverait dans la supposition 
contraire, il convient d’examiner d’abord séparément le cas où n est un 
nombre premier impair. Dans ce cas, si l’on nomme 


les résidus, et 


A, A', h\ . . . 
A, A', 


les non-résidus, inférieurs à «, les termes de la série 

P^', p^*', p^'*, 

se confondront, à l’ordre près, avec les termes de la série 

p, pS P», ..., p^~^; 

et, par suite, on aura non seulement 

I + p*-l- p'‘’4- p'*'-h. . . + p^ -^- p*-'-t- p*'-l-. . .— 1 p p*4-. . . + p'«-' — O, 

OU, ce qui revient au même, 

• -+- p^* H- p^* -H p^* -f- . . . vr: — p* — p^' — pA' — . . . , 
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mais fincore 

f — )* 

P -I- p'' » =Tp*-f-p*'-t-p'*'-|- 

Cela posé, la valeur de 12, donnée par la formule (4o). deviendra 

(3o) Î2r=i 4- 2(p'‘-i-p'''-f-p*’-f-. . .). 

ou même 

(5 1 ) £2 = p'* 4- p'*‘ 4- p''* H- . . . — P* — p^' — P*' — 

D’ailleurs, le second membre de la formule (oi) est une fonction 
alternée des racines primitives de réquation ( lo), et si, dans cette 
fonction, l’on remplace p par p'", m étant premier à n, elle changera ou 
ne changera pas de signe, en conservant, au signe près, la même 
valeur, suivant que m sera ou ne sera pas résidu quadratique (p. 232). 
Donc, si n est un nombre premier impair, la valeur de 12 déterminée 
par la formule (33) ou ( 19 ) ne sera autre chose qu’une fonction 
alternée des racines primitives de l’équation (3(>); et la substitu- 
tion de p"‘ à p, dans cette fonction, n’aura d’autre etfet que de faire 
varier la valeur de 11 dans le rapport de 1 à | ^ |* Donc, pnisqu’en sup- 
posant 

on a, en vertu de la formule (/|G) ou (/|H), 

I / < 3 ^ 1 ’ 

(52) 12-«»(v^) * ^ 

si l’on suppose au contraire 

(53) prrre'^'-V^, 

m étant premier à n, on trouvera 

(54) 

Si /M cessait d’être premier à/ï, c’est-à-dire, s’il était divisible par /?, 
alors la formule (3:3) donnerait immédiatement 

(55) 12 = /i. 


OEuvres de C, — S. 1, t, 111. 
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Supposons maintenanl que w soit le carré d’un nombre premier v, 
en sorte qu’on ait 

/I = V* ; 

alors res deux entiers 

I, 2, 3, . . n — I, 

qui seront divisibles par v, et dont le nombre sera v, oflViront des 
carrés divisibles par v* ou Donc, dans le second membre de la for- 
mul(! (35), V puissances de p, qui oflViront ces carres pour exposants, 
se réduiront chacune à runité. Si d’ailleurs on continue de nommer 

A. A', h\ . . . 


les résidus quadratiques inférieurs à n, on obtiendra, au lieu de la for- 
mule (5o), la suivante : 

( 56 ) — V -4- 2 ( p" -h p'*' -t- p''" -h . . . ). 

Knlin, si p désigne une racine primitive de l’équation (3o), et si, 
parmi les résidus quadratiques 


relatifs au module 


A, A', A", 
n • - v’, 


on considère ceux qui sont équivalents à un même nombre, représen- 
tant un résidu quadratique relatif au module v, ces résidus correspon- 
dront à des puissances de p, dont la somme sera nulle (p. 24 H- 2 /i()). Il 
y a plus, pour que cette somme s’évanouisse, il ne sera pas nécessaire 
que p désigne une racine primitive de l’équation (3()), mais seulement 
une racine distincte de l’uuité. Donc par suite si, n étant le carré d’un 
nombre ju'emier impair v, p ditfère de l’unité, la somme totale d(‘s 
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers rési- 
dus quadratiques, s’évanouira, en sorte que l’on aura 

p'' p'*' -h p'*' -4- ... — O, 

et l’équation (50) donnera simpleinent 

( 57 ) £2 — V. 
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Si P $e réduisait h l*unité, la mémo équation donnerait 
ii = n, 


et l’on so relrouvorait ainsi ramoné à l’équation (:> >). Au rosto il est 
facile dé reconnaître que l’équation (:)7) se trouve elle-même comprise, 
comme cas particulier, dans la formule (. 5 /|), lorsqu’on altrihue géné- 
ralement à la notation le sens que lui donne M. Jacohi, et que l’on 


pose en conséqinmce 



Supposons enfin que /t soit une puissance entière d’un nombre pre- 
mier et impair v, en sorte qu’on ait 


Alors, par des raisonnements semblables à ceux qui pré< èdent, l’on 
prouvera encore que l'équation (.V|') subsiste, pour d(‘s vabuirs de w 
premières à w, pourvu que l’on pose généralement avec M. Jacobi 

[5] = i:*]‘ 

Kff'ecti veinent, m étant premier à /i, posons 
P^‘ '--s. 

ç sera iiin; racine primitive de l’équation 

et l’on reconnaîtra sans peine : i® que, «lans le développement de il, la 
somme des puissances de p dont l’exposant est divisible par une puis- 
sance de V d’un degré inférieur à i s’évanouit; 2" que la somme 
des autres termes se réduit, pour des valeurs paires de a, au nombre 

V* zn n*, 

et pour (les valeurs impaires de a, au produit 
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Or, comme on aura pour p = 


et pour P = e"'"»'- 



il en résulte que la somme 



Donc, par suite, pour des valeurs impaires do a, le produit 


se réduira, tant que m et /i seront premiers entre eux, à 1 expression 



qui ne ditïércra pas do la suivante. 



en sorte que la formule (54) so trouvera encore vérifiée. Par des rai- 
sonnements semblables, on déterminera généralement la valeur que 
prend 12, lorsque, la valeur <le n étant 


« = v'*, 


m cesse d’etre premier à « ; et l’on reconnaîtra que, dans ce cas, 12 est 
le produit d’une certaine puissance de v par la valeur de 12 qu’on aurait 
obtenue, si l’on eût substitué au module n le dénominateur de la frac- 
tion ^ réduite à sa plus simple expression. Si l’on supposait m =v‘*. 
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on trouverait 

P = i, 

et la valeur de Q serait précisément celle que lotirnit l’équation (55). 

Il est facile de vérifier sur des exemples particuliers les principes 
généraux que nous venons d’établir. Ainsi l’on trouvera, poiirw = 3, 

12 = I + P -h = I -h î» p. 


Donc alors, en supposant 

ou, ce qui revient au même. 


ut: 

'T' 


. 'Ji Z i 3* 


12rr3*v/^, 

tandis qu’en posant successivement 


et 


r— I 3* , 

P ^ V — • 


p = i 


on trouvera, dans le premier cas, 

SJ= -3^“= 

et dans le second cas 

12 = 3. 

On trouvera de même, pour /i = 5, 

£2 = I -h P -4- P* -t- P® -H .3*" = I -4- a P -+- 3 P*. 


Donc alors, en supposant 
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on aura 

£2 — I -H 4 cos — O*, 
tandis (jn’cn posant successivoment 

p p = e*“»‘^, p = t* 

on trouvera, dans le premier et le second cas, 

, 'lit , 6- 

û m 1 -h 4 COS — = I + cos -T- — — O*. 

;> i) ' 


on, ce (J ni revient an même. 


dans le troisième cas. 


,= lj]r.L[||5-:, 


f 8 3 k' M 

P — I H- 4 eos — 1 - 4 - 4 cos -JT- 5 * , 


OU, ce qui revient au même. 



et dans le dernier cas, 

iî = 5 . 


De même on trouvera, pour a? — 9 =» 3 “, 

Q = I -H P - 4 - P* - 4 - P* - 4 - • . . - 4 - P®* 3 -4- 3(p -4" P® -4- p’) : - 3-4- a P j- * - 

et, par suite, 

S? = 3 ^ 9 i 



à moins que p ne se réduise à rnnité,et iavaleurderià celle quedonne 
la formule 

i2^9. 


Si au contraire l’on prend æ— 27 = 3 ®, on trouvera 

12 — I 4 - P - 4 - P* - 4 -. . .- 4 - p*'’’*^ 3 -4- 6p*-h 3p(i - 4 - p*-i- . . .-4- P**); 
et, par suite, en supposant 

p~e<~* = e” , 
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on aura 

Ûrr3(l-+-ap*), 

OU, ce qui revient au même, 

+ j — 3 . 3 *y/ — 1 1= 27* y — i, 

tandis que, si l’on pose 

P — 

m étant premier à 3, l’on trouvera 

i2.~ 3 *(l + 2 COS.^-^^V^ — l)=j^^|27»y' -I, 
ou, ce qui revient au même. 

Si ^;2 cessait d’êire premier à 27, alors on trouverait : i'‘en supposante 
divisible une seule fois par 3, 

12 -= 3 H- 6p*’- - 9; 

2" en supposant m divisible par 3* =9, 

12 — 3 -h 6 -4- a .9 = 27. 

Passons maintenant au cas où le module se réduit à 2 ou ù une puis- 
sance de 2. 

Lorsqu’on a précisément n = 2, l’équation 

I 

olfre pour racines 

— I, -4-1,' 

et par suite la valeur de 

12 — 14- P 

se réduit à zéro ou à 2, suivant que l’on prend pourp la racine positive 
ou la racine négative. Dans le premier cas, on retrouve la formule (55). 
Lorsqu’on suppose .v = 2* = 'j, l’équation 
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a, pour racines primitives, 

p = .«V^=.ï'^=v/=7 



Alors les valeurs de U que fournit l'équation 

quand on y pose successivement 

p = v/~«. P = — V^— '» 

sont 

a =r a(i -4- y/— i), 

— a(i — y/— i). 

La première de ces valeurs est, comme on devait s’y attendre, celle 
que fournirait l’équalion (i:)). Si l’on prenait pour p, non plus une 
racine primitive de l’équation 


mais l’une des deux autres rjicines - - i, i, la lormule 
<î=i: 2(1 4 - p) 

donnerait, pour p = — i, 
et, |)Our p I, 

Sï = 2 . 3 4 * 

Lorsqu’on suppose /i = 2 * = 8, l’équation 

.r* = I 

a pour racines primitives les expressions imaginaires 


n â 37r 

1 arc cü étant 


yy ou, ce qui revient au mémo, les expressions ima- 
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î^inaircs 

I •+• y/— I — I -t- y/— 1 — I — y/— I -h i — \J~^\ ^ 

v/'-* V'â y/â 

ot, si l’on proinl alors pour p l’une <le ces expressions, la valeur de ii, 
gériérah'mcnt délermiiiée par la formule 

^ * “H P - 4 - P* "+■ P* — f~ P** -I- P*® H- P®* — 2(1 - 1 - 20 -H P* ), 

se réduira simplement à 

.'ip = «*(rfc iqrv^~i';. 

Lorsque, dans ce dernier produit, on réduit chaque double signe au 
signe -H, on reirouve, comme on «levait s’y aKenrlre, la valeur de U 
fournie par l’équation (45 >. Si l’on prenait pour p nno racine non pri- 
mitive de l’équation 

C»— I, 

cVst-à-dirc l’une des racines 

— V~» — '» 

qui vérifient l’équation de degré moindre 
la valeur de U, réduite à 

4(|-+-P), 

serait évidemment double <le celle qu’on aurait trouvée en supposant, 
non plus n — mais n — '\. 

On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de i2 correspondant 
à /I = 2 * = itj, à // = 2 ' = 32, etc» 

Concevons maintenant que n, fessant de représenter un nombril 
premier ou une puissance d’uii tel nombre, désigne b* produit de plu- 
sieurs lac tours premiiTS 

V, Vf . . . 

élevés à <lcs puissances entières, dont les degrés soient respcctive- 

OF.uvres tlf C. — S. I, t. Ill- 4^1 
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ment 

a, A, c, . . . , 

en sorte que l’on ait 

(58) n = . . . 

Alors, en vertu du théorème IV^ de la Note VI, si l’on représente par p 
une racine primitive de l’équation (i). p sera de la lorme 

(%) p = ^YîÇ..., 

chacun des facteurs ... désignant une racine primitive de la 

première, ou de la seconde, ou de la troisième, etc. des équations 

( 6o ) — I , ^ = I , J?''”' “ I , , . . , 

et les n racines de l’équation (O seront les /i valeurs qu’on obtient 
pour p', en prenant successivement pour / tous les entiers 

O, I, 2, 3, « — I 

intérieurs à w. Soient d’ailleurs 

K V, ... 

les restes qu’on obtient en divisant successivement l’exposant /par les 
divers facteurs 

V'», v'*, v"'’, . . . 

(h^ l’exposant n. (domine les valeurs de X seront en nombre égal à v“, 
les valeurs de X' en nombre égal à v'*, les valeurs de X" en nombre égal 
à v'"", . . ., les systèim^s de valeurs de X, X', X", . . . seront en nombre égal 
au produit 

vay'Av"*". 

c’est-à-dire, en même nombre que les valeurs de /. Donc à chaque 
valeur de / correspondra un seul système de valeurs de X, X', X", . . ., et 
réciproquement. O n’est pas tout. Comme les formules 

/ :). (mo(J.v“), (mod.v"'), /=>." (mod. v"*'), 
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entraîneront évidemment les suivantes, 

/‘=X‘ (mod.v*), (tnod.v'*), /'=X'‘ (mod.v"*), 

quel que soit Ten lier désigné par i, oii peut affirmer queTéquation (:)f)) 
entraînera non seulement la formule 

(61) 

mais encore la suivante, 

( 62 ) 

Donc, en posant, pour abréger, 

v" r::; », )t"‘— 5^, <p, . . . , 

un aura non seulement 


(63) 


I 4- P ■+• p*-4- (i’-f-* • p'* ‘ 

= (r + ^4- l’H- 1*4-. . .4-^*’“*) (1 4-y} ■t-r<*4-rî*4-. . .4-yi‘-<- ')•••, 


mais encore 


j 1 4 - P 4-p*' 4 - p’‘ 4 -. , . 4-p^""'5‘ 

(64) < rrc (1 + 1+^*' 4-^’‘4-... 

I X (1 4“ TQ 4- yi*'4- •0'**'+-. . . 4'T0‘'^ ''^'). . .. 


Ainsi, en particulier, en prenant i = 2 , on trouvera 


(65) 


I 4- P 4- P* 4- P® -f-. . . 4- p'^-O* 

— (l 4- I 4-|‘ 4-ç® 4-. . . 4- $(?-‘^’) 

X (i 4- yj 4" ri*4- rj*4-. . . 4- yî^Z-’J’). . . . 


De celte dernière formule, que M. Gauss a établie comme nous venons 
(le le faire, il résulte évidemment ({u’une valeur de ü, correspondant 
à une valeur donnée du degré /i de I équation (3o), est le produit de 
divers facteurs dont chacun représente une valeur de û (‘orrespon- 
dant, non plus au degré donné n et à l’équation (3o), mais à l’un 
des degrés v'*, v'\ v'*’, ... et à runo des équations ((îo). Donc, puisqiuî 
nous avons appris à trouver la valeur de ü correspondant au cas où /i 
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est une puissance d’un nombre premier, la formule (05) offrira le 
moyen d’obtenir la valeur de Cï dans tous les cas possibles. 

Considérons en particulier le cas où n est un nombre impair com- 
posé de facteurs impairs inégaux 

V, v', '/, . . . , 

en sorte (ju’on ait simplement 

vv'v". ..= //. 

Alors les équations (Oo) deviendront 

(66) a'* — I , I , I , , , . ; 

par conséquent, la (brmule (05) sera réduite h 

I -4- P -h P* -f- P* . -h 

(67) :::: | 4- Ifv »)*) 

‘ X (i -hri 

et l’on conclura de celte formule que la valeur de 12 , correspondant à 
l’équation (3o), est le produit de facteurs dont chacun représente une 
valeur de 12 correspondant à l’une des équations (00). D’ailleurs, d’après 
ce qui a été dit plus haut, le premier, le second, le troisième, etc. 
de ces facteurs représenteront des sommes alternées des racines pri- 
mitives de la première, de la seconde, de la troisième, etc. des équa- 
tions (00). Donc, le produit de ces mémos facteurs, ou la valeur de 12 
correspondant ii ré(|uation (3o), représentera une somme alternée 
des racines primitives de celte équation ; et, en raisonnant comme à 
la page 27 O, on reconnaîtra facilement que la formule (52) eiilrainc 
encore, dans le cas dont il s’agit, la formule (54). 

Pour montrer une application de la formule (O 7 ), supposons en 
particulier 

/I — 15 = 3.5, 

Alors on trouvera 

Li I 4 - P 4 - p‘ -H p” 4 - ... 4- p'*’ 

4-.'ip4-.'ip*4-'îp‘4-2p»4-2p‘“— (l4-2p‘'')(l 4- 7p«4- ap»); 



et, par suite, si l’on pose 
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^ — YJ=p*, 

on aura 


ii (l-f- 2 ?) (l 4 - ayj 4. 37]^), 

OU, CO qui revient au même, 

= (I -f. ^4-^*) (i 4- YJ 4- Y)* 4- Yi» 4- ri'«), 

attendu que, p étant racine do Téqnation 

a:*®= I, 


5 = P*® sera racine de l’équation 

= I, 


et Y) = P* racine de l’équation 


Si, pour fixer les idées, on suppose 

~ v'“ 3 îr / . 3 1T 

P ~e'^ — cos— P 4- V — I 5111 — r > 


on trouvera 




I 4 - a^=— 3* y'— I, I 4 - at) 4- r>‘, 

et par suite on aura, conformément à l’équation (^2), 
12 — (— 3* ) (— 5*) = 1 5* v/~. 
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NOTE XI. 


MfiTIIODR SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA OfiTERMINATION COMPLlilK DES SOMMES 
ALTERNÉES, FORMÉES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES ÉQUATIONS BINOMES. 


Soit 

P 

une racine primitive de l’équation 
(i) .r«=i, 


et supposons d’abord que n soit un nombre premier impair. Les di- 
verses racines primitives de l’équation (i) pourront être représentées 
par 

p, pS P», ...» P»-*, 


ou par 


p"*, p*"‘, P*"*, ..., p<«-‘)»', 


m étant premier à n. Soit d’ailleurs (O une somme alternée de ces racines 
primitives. Cetle somme sera de la forme 

(a) tO — p'‘-f-p'‘'-4-p'‘' »-.. . — P* — P*'— p^” — . . ., 


les exposants 


I, 2 , 3, . . ., n — I 


étant ainsi partagés en deux groupes 

h, /i', h\ ... et A-, k\ k\ ..., 
dont le premier pourra être censé renfermer les résidus quadratiques 
I, 4, .... 


et le second les non-résidus suivant le module n. Si l’on suppose en 
particulier n = 3, on aura simplement 

CO = p'-p* : p‘-p-‘, 

en sorte qu’une somme alternée tô pourra être représentée, au signe 
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ou plus généralement par le binôme 

p'« — P""*, 

m étant non divisible par 3. Si « devient égal h 5, les binômes de la 
forme p'“— p se réduiront, au signe près, à ruii des suivants, 

p‘-p‘ = p‘ — p-‘, P* -p» — p«-_p-î, 

et le produit de ces deux derniers binômes, savoir 

(p‘- p‘)(p»— p-*) — p*-i-p» -p -pS 

représentera encore, au signe près, la somme alternée 

(O—p pi — P», 

qui pourra s’écrire comme il suit : 

(0 =(P‘ -p-‘)(p=‘-'P") 

J’ajoute qu’il en sera généraieincnt de mémo, et ijue, pour une valeur 
quelconque du nombre premier /i, la somme alternée (O pourra être 
réduite au produit y.' déterminé par la formule 

( 3) = (p' - p-‘) (p’- P . .(p'* *- P -<«-*)). 

Jülïéctivement, ce produit, égal, au signe près, au suivant, 

(p'~-p«)(p*— P'» -*). . .(p * —pi ), 

changera tout an plus de signe, quand on y remplacera p par p"‘, attendu 
qu’alors les termes de la suite 

p, p», p^ ..., p« ‘ 

se trouveront remplacés par les termes de la suite 


p"*, p*'", p*"*, p(«-«)Wj 
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qui sont los marnes, h l’ordre près, et chaque binôme de la forme 

par un binôme de la même forme 

pmf — 

Donc le produit ‘i* ne pourra représenter qu'une fonction symétrique 
ou une fonction alternée des racines primitives de l’équation (i). Donc 
il sera de l’une des formes 

a, aiv>, 

a désignant une quantité entière positive ou négative, et son carré U'* 
sera de l’une des formes 

a*, a* cO*. 

('omme on tirera d’ailleurs de l’équation (3), non seulement 

<£= pl + S-KÎ-f... •+(«-!)(, _ p-«) (, _ P -6)^ ^ _ p-*{«- 

OU, ce qui revient au même, 

Cf = p' V ) _ p.-,) (, _ p,-.). . - P*), 

mais encore 

Çf = (- l)^p" (I - p>) (I - P*). . .(I - p»-‘). 


et par suite 

(_ ,)V(, __ p,) _ P») _ p.). . _ pn-.) (, _ p« V) (, _ p„-,) 

= (-- 0~^(' — p)(i ~p®)...(i — P"-') 

il est clair que n’étant pas de la forme a’, devra être de la forme 
a®(û“. On aura donc 

»— I 

(4) (-1) * « — a»cO*, a' = aiO. 


Or, (î)=* ne pouvant être qu’une fonction symétrique de p, p*, p"“V 
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et par conséquent un nombre entier, la seule manière de vérifier la 
première des équations (/|) sera de poser 


(O* r(— I) * n. 


On aura donc 


par conséquent 


et toute la difficulté se réduit à déterminer le signe qui doit alTecter le 
secomi membre <le la formule (;'>). Or, si, dans la somme alternée 

(0 — p'* 4- ... — P* — pA' — P*" — . . . , 


on remplace généralement 


f' P»-- 


celle somme sera remplacée elle-même par la suivante, 


tandis que la somme alternée <o se changera en 
-(« — i)3^-i (mo(]./t)> 

Donc, pour décider si, dans la formule (5), on doit réduire le double 
signe au signe 4 - ou au signe — , il suffira <le chercher la quantité en 
laquelle se transforme le développement de «r, quand on y remplace 

chaque terme de la forme p' par j> et de voir si celte quantité, 

divisée par /i, donne pour reste — i ou 4- i. Or, comme le développe- 
ment de ‘i? se composera de termes tie la forme 


le signe ((ui précède p étant le produit des signes qui, dans l’exposant 
de p, précèdent les nombres i, 3, .. ., la quantité dont il s’agit sera 
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la soiiimo des expressions de la forme 




le signe placé en dehors des parenthèses étant le produit des signes 
placés au dedans. Hile sera donc équivalente, suivant le module n, à la 
somme des expressions de la forme 

(6) ±[±:i±3±5±...±(/» — 2)J~. 


Ainsi, en particulier, elle sera équivalente, pour /z = 3, à 

l' — (—!)•=:: 2 — I (muet. 3); 

pour n — 5, à 

( 1 + 3 )* -H (- I - 3 )* - (-- , 3)* - ( 1 - 3)* ==/,=- I ( mod. 5 ). 


D’ailleurs, si l’on suppose le nombre des lettres a, b, c, ... égal à m, 
la somme des expressions de la forme 

(7) ±(±rtd:/>dtcit...)"’, 

développées suivant les puissances ascendantes de a, />, c, ..., ne 
pourra reniermer aucun terme dans lequel l’exposant de a, ou de /;,ou 
<le c, s’évanouisse. Hn effet, comme, dans cette somme, deux expres- 
sions qui ne différeront l’une de l’autre que par le signcî placé devant 
la lettres, présenteront, en dehors des parenthèses, des signes con- 
traires, elles fourniront deux développenn*nts, dont les divers termes 
SC détruiront mutuellement, à l’exception de ceux qui renfermeront 
des puissances impaires de a. Donc, chacun des t(*rmes qui resteront 
dans la soiniiie dont il s’agit sera proportionnel à une puissance 
impaire de a; et, comme il devra être, par la même raison, propor- 
tionnel à une puissance impaire de c, ..., il est clair que, dans un 
terme conservé, ces diverses puissances, dont les exposants auront 
pour somme le nombre rn, ilevront toutes se réduire à la première 
puissance, et chaque exposant à l’unité. Donc, les seuls termes qui no 
se détruiront pas les uns les autres, seront les termes proportionnels 
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abc . . . 

d<^ toutes les lettres a, A, c, et, puisque chacuru* des valeurs de 
l’expression ( 7 ) olFre dans son développement un semblable terme, 
précisément égal au produit 

( I .'î.ü. . .nt)abc. . 

il suffira, pour obtenir la somme de ces valeurs, de multiplier leur 
nombre 2 '" par ce même produit. Donc la somme des valeurs de l’ex- 
pression ( 7 ) sera 

a"*(i .a.3. . .ni)abc . . . . 

Si maintenant on remplace 


par les nombres 
le produit 
deviendra 


a, bf c, . . . 

1 , 3, 5, . . . , a /w — I , 

3'"(i .2.3. . . m)abc. . . 


a'” ( t . a . 3 . . . wt ) 1 . 3 . 5 . . . ( 2 m - I ) - I . a . 3 . 4 . . . 3 //ï . 


Donc, en écrivant — ^au lieu de//?, on reconnaitra (lue la somme 
des expressions ((>) *a pour valeur le produit 

I .a.3. . .(/I - i) — I (niod. n). 

Donc SC transformera en une somme équivalente à — i, si l’on y 
rem place gé nérale meut 

P' par [^]: 

d’où il suit que l’équation (5) devra être réduite à 

(8) ‘.e — (0. 

En d’autres termes, on aura 

\ — pA + p'*' + p'*" — P* — P*' — p^' ' . . . , 


(9) 
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//, A', A", ... étant les résidus qiiadratiqiios, et A, A', A", ... les non- 
résidus quadratiques inférieurs au module n. On se trouve ainsi ramené 
il la belle formule que M. Gauss a donnée le premier dans le Mémoire 
intitulé: Summalio serierurn quarumdam singularium, et qui eonvertit 
la somme alternée 

(0 =: P* 4- p'*'h- P*'-+-. . P* H- P*'-+- P*". . . , 

dont le carré (0‘‘ vérifie réquation 

(lO) (Çl*— (—1 )“*■/! , 

en un produit de la forme 

(p* - p-‘) (p»_ p-3). . .(p»-*- P (« *.). 

Or, cette conversion une fois opérée, il devient facile, comme l’on sait, 
d’assigner, dans tous les cas, la valeur exacte de la somme alternée (O. 
On y parvient, en efiet, comme il suit. 

Observons d’abord qu’en vertu dos formules 

p'*-*— p-(»-») = — (p*- - p-*), P»-*— p-(n-V) — _ (pV_ P -V), 

le premier membre de l’équation (c)), ou la valeur de la somme (0, se 
réduira : i” si n est d<^ la forme f\x -h i, à 

( r I) (0 (- O'^Cp* ™ p-‘) (P* - P . -(p^- P ^); 

2 ” si n est de la forme h- 3, ii 

(13) (0^( -,)“i"(p«_p-«)(p*_p-*).,.(p-T^-p-*V)^ 

attendu que le nombre des entiers pairs, et inférieurs à ^/i, sera 

— - — esl pair, 

n i 

— - — esl impair. 


I /I — I n — I 



D’autre part, si l’on pose 

— j~^i 
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on en conclura généralement 

(i4) p' — p--'— a sii» I ; 

et il est clair que, pour toiüe valeur <lc l inférieure à * /*, le coefficient 

(le \/ — I, clans le secîond membre de Téquation ( \\), sera une quantité 
positive. Enfin, Ton tirera de l’équation (l'i) : i" en supposant n de la 

forme 4-^‘ ■+■ I . 


(i5) 






/ cir . “iit . \r 

i) * a * sm — sin — -«sin- 
n n 


2” en supposant n de la forme f\x -f- 3 , 

i (p' - p-' ) (p*- P . .(p^' _ p~ 

(>6) { 

' J n - 3 w-i ^ . — ; 71 

I r-:(— i) * J * sin ~ sin • sili — s/— i. 

f n n n ^ 

Donc, si l’on attribue à p la valeur que détermine l’équation (l'i), on 
tirera des formules (r i) et (12): ï'*en supposant de la forme 4 ./; -h i, 


(»7) 


-r- . 'ÀTt . .\v: 

( 0 ~ ’ sin — sm-î ssin- 

n n 


2” en supposant n de la forme \x -4- 'i. 


(18) 


.. -j- . 97? . /|7r 

(0 = 9 * Slll Slll Slil - 

n n 




Or, en substituant l’une de ces dernières valeurs de la somme alternée 
(0 dans la formule (10), on en conclura que le produit 


-r- . 9 t: . » 7 : 

9 - siii — sm — • • • sin - 
n n 


a pour carré le nombre n. Donc ce produit, qui ne renferme que des 
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(acteurs positifs, sera Ini-mèine positif, et égal à h\ On aura donc, quel 
<jue soit le nombre premier /i, pourvu qu’il surpasse 2, 


(•9) 


n — I 



et, par couséqueut, les équations (17), (lii) se réduiront, la première 
il 

1 

(no) lO— :«*, 

la seconde à 

(ai) lO — i; 

en sorte que l’une et l’autre seront comprises dans la formule 

(aa) CÔ .^ 

Si maintenant on veut obtenir la valeur de lû correspondant à la 
valeur de p que détermine, non plus la formule (i 5 ), mais la suivante, 

im% 

(a3) pr-r.e’^ ■, 

m étant un entier quelconque non divisible par n, il suffira évidem- 
ment de remplacer, dans la valeur de cô que fournit l’équation (22), 
P par p'", ou, ce qui revient au même, il sulTira de multiplier cette 
valeur par 

[ï]- 

Donc, lorsque la valeur p sera donnée par l’équation (2'î), ni étant 
premier à n, la valeur de la somme alternée (O deviendra 

( 2 '1 ) <0 = J «*(v — 0^ ’ • • 

Les formules (21), (24) s’accordent avec les formules (V2), ( 54 ) de 
la Note précédente ; et cela devait être, puisqu’on vertu de la formule 
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( 5 i) (le la rnôirie Note les sommes désignées par ü et par lO sont tou- 
jours égales, quand, /i étant un nombre premier impair, p <iésignc une 
racine primitive de l’équation (i). 

Il n’en serait plus de même si, dans les sommes 12 et (O, on rempla- 
çait P par la racine non primitive de l’équation (i), c’est-à-dire, par 
l’unité, puisqu’alors évidemment la somme se réduirait an nombre 
/I, et le second membre de l’équation (2) à zéro. 

Les rorrnules (‘22), (24) une fois établies pour le cas où n désigne 
un nombre premier supérieur à 2, il est facile de les éteinire au cas où 
«désigne un nombre impair composé de facteurs premiers inégaux. 
Ainsi, en particulier, soit 

/i =z V'j' ; 

et supposons que, $, yj étant des racines primitives des deux équations 
(2.5) .r''— I, 

l’on pose 

(20) P — 

P sera une racim^ primitive de l’équation (i); et, si l’on nomme 

Or'', A, A' 

trois sommes alternées, formées avec les racines primitives des trois 
équations 

./•" = I , .r'' — I , = I , 

de telle manière que, parmi les ternies affectés du signe 4-, on trouve 
dans la somme alternée (O le terme p, dans la somme A le lernn* dans 
la somme A' le ternie yj, on aura, en vertu des principes établis dans la 
Note VII, 

(27) lO AA'. 

Soit d’ailleurs /«. un nombre entier, premier h v et à v', par conséquent 
premier à n ; et supposons que, dans les sommes alternées 


(O, A, A', 
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on romplaco 
par 

Los valeurs de 


P» H* fi 
P'", r/«, 

(0, A, A' 


ne cesseront pas de vérifier la condition (27) ; et, comme, en vertu 
<les principes établis dans la Note VIII, les valeurs de 
A, A' 


se trouveront multipliées par les quantités 



dont chacune se réduit, au signe près, à l’imité, la valeur de (0 se trou- 
vera multipliée par le produit 

[?][?]= H 

Donc, la substitution de p'" et p changera ou ne changera pas le signe 
de la somiiK' alternée (O, suivant que le nombre m vérifiera la première 
ou la seconde des conditions 



Concevons, à jirésent, que l’on pose 

ÎTT . 21î , 

"TT * “ * -rr v • 

C — C' , , 

l’équation (^fi) donnera 



et, comme on aura, en vertu de la rormule (22), 

A 'i (v' "T)^ v'î (v/^y ^ , 


on conclura de réijuation (27) 

( ) ,0 — /j , 
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ou, ce qui revi(*nt au même, 

(''*0) (t> — (— 1)“ “/i*(y/:r7)(.“i“) , 

attendu que Ton a identiquement 

il y a plus : comme les nombres 


dont la somme 


— et — * 


— O ('/ — I) 


est divisible par 2, seront tous deux pairs ou tous deux impairs, on 
aura 

('v^V (v'-)' (v^7)' 

Donc la formule (2f)) pourra être réduite à 

( 3 o ) (O = (•- I ^ . 

t>ette dernière é(juation suppose que, <lans la somme alternée cO, Tun 
des ternies précédés du signe -t- est 



Si il la valeur de lO, fournie par l’équation (’îo), on veut comparer (;elle 
(ju’on obtiendrait en prenantpour run des termes précédés du signe 4- 
ia valeur de p déterminée par la formule 



on conclura des observations précédemment faites que chacune de ces 
deux valeurs de it) est le produit de l’autre par l’expression 
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Donc, puisque la promièro valeur est donnée par la formule ( 3 o), 
la seconde sera fournie simplement par réqualion 

(D) (0:. «‘(y/ — i)^ * ^ ; 

et si, au lieu de poser 

*r 

P ■ , 

on pose plus }i;énéralemenl 

P rz: C " * , 

on devra multiplier par | ^ | second membre de la formule ( 3 i), 
<]ui deviemlra 

C-H) ù>=: 

Les fortiiules ( 3 1 ) et ( ia) m* sont autre chose que les formules ( 22) et 
(2/1), étcMidues au cas où n est le produit de deux facteurs impairs et 
premiers v,v . Il va plus: les raisonnements dont nous avons fait usage 
sulliseut pour étendre les formules (22), (24) au cas oii n est le pro- 
duit de deux facteurs impairs quelconques, pourvu (|ue ces facteurs 
soient premiers entre eux, quand on suppose ces mêmes formules 
séparcmeul vérifiées pour des valeurs de n représentées par chacun de 
ces facteurs. Doue, puiscjue, 

V, v', 

étant des nombres premiers impairs, les formules (22), (2'|) se véri- 
fient (]uaud ou prend 

// V, N ~ v', n —v”, . . 

elles se vérifieront quaml ou prendra pour n le produit vv' de v par v', 
ou le produit vv'v' de vv par v", . . et par consé(jueul lors()iron pren- 
dra pour n b‘ produit de tous les faiseurs pnmiiiM's v, v', v' 

En résumé, si, n étant un nombre impair, et le produit de facteurs 
premiers inégaux, <0 représente une somme alternée, formée avec l(‘s 



NOTE XL 


;îV7 


racines primitives de l’équation (i), de telle manière que l’un des 
termes précédés du signe -+- soit la valeur de p détorininée par la lor- 
nnile 


P 




et si d’ailleurs la somme /O est une fonction alternée des racines primi- 
tives, non seulement de Téquation (c), mais encore rie eliacuine des 
équations que l’on pourrait obtenir en remplaçant successivement 
l’exposant n par chacun de ses facteurs premiers, on aura : i" en su[»- 
{)osant n de la forme -h i, 

(33) (O — 


a'' en supposant /t de la fornu! \ æ f- J, 
(34) <o-.«Virr. 


.Mais si, dans la somme alternée. vO, l’un de^ termes p*Kitits est celui 
que déleririiue la formub^ 



on aura : i" en supposant n de la forme '\-v 4 - 1 , 


(3:.) 



• 2 ” e.n supposant // de la forme \.v^ '5, 

(3(1) = 

Il sera maintenant facib* <le déterminer complètement, dans tous les 
cas possibles, la valeur «l’une s«)iiime alternée co, formée avec les 
racines primitives de ré(|uation (i). Considérons parliculiéreiiieiit b' 
cas oii la somme â) est une fonction alternée «les racitms primitives, non 
seulement de l’équation (i), mais encore de chacune des é(|uations 
«ju’on peut obtenir, lorsqu’après avoir «b’*com posé l’exposant rtvw fac- 
t(‘urs premiers entn* «'iix, on remplace successivement n par chacun 



3'»8 MÉMOIRE. SUR LA THÉORIE DES NOMBRES, 
de cos facteurs. Alors, d’après ce qui a été dit dans les Notes VII, VIII, 
IX, pour que la somme co ne soit pas nulle, il faudra que, les facteurs 
impairs et premiers de n étant inégaux entre eux, le facteur pair, s’il 
existe, se réduise à l’un des nombres 

4 . 8 ; 

et l’on aura, ou 

( 37 ) — (Si—zhn, 

OU bien 

1 

(38) (D* — — /I, (0 =: ±: /i* — I , 

les formules (37) devant se vérifier, par exemple, quand n est de l’une 
des formes 

4 ( 4 -» + 3 ), 

et les formules (38), quand n est de l’une des formes 
4.r-|-3, 4(4a;H-i). 

Nous avons d’ailleurs donné (p. 296, 297) les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les exposants 

h, h\ h\ ... 

dans la formule 

(0 = P* ■+■ p'*'-+- p'*' + . . . — P*— P*'— P*’ , 

lorsqu’on en déduit les formules (37) ou les formub^s (38), et que le 
groupe des exposants 

A, A/, A% ... 

renferme l’unité. Or, de ces conditions 011 déduira sans peine, à l’aide 
de raisonnements semblables à ceux dont nous venons de faire usage, 
les conclusions suivantes: 

D’abord, si l’on suppose n impair, et 



la seconde des formules (37) se réduira simplement à la formule (33), 
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et la seconde des formules (38) à la formule (34). Alors aussi, en pre- 
nant, non plus 

p~e- 

mais 


P 


imlt 

e " 


v/=T^ 


et supposant m premier ii n, on obtiendra, comme on l’a dit, non plus 
l’équation (33) ou (34), mais l’équation (3f)) ou (3()). 

Supposons à présent que, le facteur pair de n étant le nombre 4» on 

désigne par u le nombre premier ou non premier^, par 

«, 5, P = 


des racines primitives des trois équations 


enfin par 


.r* — I , a;'-’ = I , 

A, A', eO 


des sommes alternées, formées respectivement avec ces racines, de 
manière que, parmi les termes précédés du signe -t-, on trouve dans la 
somme A la racine a, dans la somme A' la racine ;, dans la somnie lô la 
racine p. Si l’on pose 


on aura, non seulement 

«U M) yrrr 

p^.e- 

mais encore 

A = a — «*=: s y/- - 1, à' = -J* (\/ - I / * 
et par conséquent 

(39) lO = AA' — />* (y/- • I )* ^ ^ * - 

Pour savoir si cette dernière formule fournit ou non la valeur de tO, 
relative au cas où l’un des termes affectés du signe -h se réduirait à 
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il siiflîra d’oxamincr si IVxposant u -h \ doit être censé ou non faire 
|>arlie du même groupe que Tu ni té. Or, comme l’expression 



se réduit évidemment à 




il suffira d’examiner si u + /|, divisé par 4, donne pour reste i ou — i . 
I.e premier cas a lieu lorsque u = | est de la forme fx.v ^ i \ le second 
cas, lors(|iie n est de la forme f\æ 3 ; et par suite, en supposant, dans 
la somme l'un des termes positifs réduit à 


on obtiendra pour cette somme, dans le premier cas, la valeur qui 
détermine la formule (3()\ savoir 


1 , y -J i 1 

et dans le second cas, une valeur (]ui «lifierera seulement par Ic! signe, 
de relie que donne la formule (3()), savoir, la valeur 

— «* ( v' I y ^ ^ ^ 

Donc, si le facteur pair de n se réduit à 4» la supposition 

ji iz: e " ’ 

n'produira encore, ou la formule (33) lorscpie ^ sera de la forme 

'|.r -+- 1 , ou la forrnubî (34) lorsque ” sera de la forme h- 3. Quant 

à la supposition 



elle reproduira, pour la somme (0. soit la valeur que détermine la for- 



mule (33) ou (34), soit ootlo valeur prise en signe contraire, suivant 

que l’exposant m fera ou non partie du groupe A, A', h' (|ui est 

c<'nsé renfermer l’exposant i. 

Supposons enfin <|ue, le facteur pair de n étant le nombre 8, on 
désigne par le nombre |>remier ou non prmnier par 

a, P -- 


des racines primitives <les trois éipiations 


et par 


A, A', (f) 


des somiiM's alternées, formées respeetivmnent avec ces racines, de 
manière que. parmi b‘s termes affectés du signe 4-, on trouve dans la 
somme A la racine a, dans la somme A la racim* ç, dans la somme (O la 
racine p. Si l’on [»ose 


on aura non seuleimmt 
mais ernmn» 


i-’ ly , «) v - 1 

P — e " , 


4'=-J(v/- .y 


Alors aussi, quand la somme alternée A ililïérera de zéro, elle sera, on 
de la forme 

( /|0 ) A = 3C 4- a’ - a ' - a* 2 ( cx -i- ) — '| cos y ur 8*, 

-I 

OU de la forme 

( 'lO A - - 3£ -t- a’- a* - • a’ — 2 (a 4 - a') r /| sin ^ \/- i -- 8’ y - i, 
et l’on aura, dans le premier cas, 

I , •■)-( P 

et) AA'--^/iHv' -') - 


(42) 

dans le second cas. 
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Pour savoir si les formules ( 42 ) et (43) fournissent ou non les 
valeurs de (O, qui sont relatives au cas où Tun des termes affectés du 
signe -h SC réduirait à 

et qui d’ailleurs diffèrent de zéro, il suffira de voir si, dans chacune des 
valeurs de <0, les termes p, p‘^^* sont affectés du mémo signe, ou, ce qui 
revient au même, si l’exposant u 4- 4 fait partie du même groupe que 
l’unité. Or, d’une part, l’expression 




se réduit évidemment à 




et, d’autn; part, u -h 8 , divisé par 8 , donnera le même reste que u, 
savoir : un reste représenté ou non par l’un des nombres 1 , 7 , suivant 
que l’expression 


aura pour valeur h- i ou — i ; ou bien encore un reste l•(‘présenté ou 
non par l’un des nombres i, 3, suivant que l’expression 


aura pour valeur -h i ou — i. Donc, puisque l’on a 


(- 1 ) «• (-,) • .^(-0 * .r:, 




•■>-1 y_j 

. =(-1/ * ) , 


les termes 


P et p’^+* 


seront toujours affectés du même signe dans la valeur de la somme (B, 
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que .détermine l’équation (42); mais, dans la valeur de la mémé 
somme, déterminée par l'équation ( 43 ), ils seront affectés du même 

signe ou de signes contraires, suivant que ~ ~ sera pair ou impair. 
Donc, si, en supposant 

«■w /— 
pr=e'* ' , 

on affecte du signe 4-, dans la somme alternée (O, toute puissance de p 
dont l’exposant h vérifie la condition (9) ou (10) des pages 29G, 297, 

on aura, en vertu de la formule (4*2) : i® quand o = | sera de la 
forme 4^ 4 - 1» 

I 

(£> = «*; 

2® quand ^ sera de la forme 4 ^ 4 - 3 , 

• 1 

<0 r= n* v^— 1 ; 

et si, en supposant toujours 

P = , 

on affecte du signe 4-, dans la soiniiic alternée (ô, toute puissance de p 
dont l’exposant h vérifie les conditions (ii) ou (13) de la page 297, 

on aura encore : i® en vertu de la formule ( 43 )f quand y = ^ sera de la 
forme \x 4- 1 , 

t 

C0=r«*\/— i; 

2® quand u = ? sera de la forme 4^-f- 3 , 


Si, dans la somme (O, formée comme on vient de le dire, on remplaçait 
la racine primitive 

par la racine primitive 


OEuvrts de C. — S. I, t. III. 


43 
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m étant premier à n, cette somme conserverait le même signe avec la 
mémo valeur, ou bien elle changerait de signe, suivant que m serait ou 
ne serait pas un des exposants h compris dans le groupe qui renfer- 
mait l’unité. 

Il importe d’observer que les conclusions diverses auxquelles nous 
venons de parvenir, en supposant successivement le nombre n impair, 
puis divisible par 4» puis divisible par 8, se trouvent toutes renfermées 
dans un théorème général, qu’on peut énoncer simplement comme il 
suit : 

TifÉORÈMii:. — Soit (0 uae fonction alternée ^ formée avec les racines 
primitives de l'équation (i), et de manière à vérifier la formule 

co = ±/i. 


Si ion suppose que^ dans la somme alternée (D, V un des termes précédés 
du signe -f- soit la racine primitive 


on aura simultanément : ou 

I 

cO* = /I et iQ — /»*, 


ou 

I _____ 

(D* = — /i et (D = rt* y/— I ; 

en sorte que la valeur de tô sera toujours fournie par lune des équa- 
tions {•lo), (21) ou (33), (34). 


Exemples. - 

- En prenant 

on trouvera 

n • 

/I — 3, P = e * , 


(ô =: P — P* = a sili ~ y/— 1 = 3* 

Eu prenant 

, 2£,/-i 

n — [\f 'p^ze* = e* , 

on trouvera 



(0 = P — P* T-. a sin ^ V'— 1 = 4* y'— i . 



En prenant 


NOTE XI. 


355 


on trouvera : 


»* /— î w : 

/t = 8, P =: • =: e * , 


(0 = p -1-p’ — P*— p*=: 4C0S^ =8* 


En prenant 
on trouvera : ou 


<0 = P + P* - p‘- P’= 4 sin I ^/zrr- 8V~ 


£5 n * /— : 
/i = a4, p.^e** "* ^ 


(0 = p-t-p*-f-p7-H pii_pii_ o” 

- (p* - p“ ) (p» -f- P*' - P» - p‘») 

= si II ^ (jt cos — 3 * 8^ y/*^ = a 4* y/~, 

OU 

C0 = p4-p‘-+-p’®-+-p**— p’ — p"— p<»— p«T 
= (p'-p'‘)(p'‘H-p»'-p»-p») 

= ^asiii — y/^j 4sîn|v^~^ = 3*8*— a4*. 


yoto. — Si, dans la somme alternée co, formée comme on vient de le 
dire, on supposait précédé du sijjne -f- le terme représenté, non par la 
racine primitive 

pz=é?« , 

mais par la suivante 

p — e " ” 


m étant premier à n ; alors la somme alternée (0 offrirait ou la valeur 
que fournit le théorème énoncé, ou cette même valeur prise en signe 
contraire, suivant que le nombre m ferait ou non partie du groupe des 
nombres ci-dessus représentés par 

A, /r, A% ... 


(eo/>, pour la détermination de ces mêmes nombres, les pages ^96 
et 297). 
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Nous terminons cette Note par une observation qui n’est pas sans 
importance. 

Supposons que. dans le cas où l’on prend 

p = e- , 

la somme alternée 

(41) = P* — P* — P**— . .. 

vérifie l’équation 

(D»=d:/i; 

la même équation sera encore vérifiée quand on prendra 

p = e " , 

si m est premier à n. Mais, si m cesse d’être premier à n, alors en 
prenant 




on trouvera toujours 

(45) (0 = 0, 

comme on va le faire voir. 

Pour que la somme (0 vérifie l’équation 

(0*=±/i, 

il est nécessaire, comme on l’a dit, que les facteurs impairs et premiers 
de/l étant inégaux, le facteur pair, s’il existe, se réduise à l’un des 
nombres 

4, 8. 

D’autre part, lorsque dans la formule 


p=e ' 


//t cessera d’être premier à /i, p deviendra une des racines non primi> 
tives de l’équation 


0:" = I. 
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Donc alors, si n désigne un nombre premier impair, ou le nombre 4* 
ou le nombre 8, p sc réduira, dans le premier cas, à Tunité ; dans le 
second cas, à l'une des racines 

4-1, —I 

de l'équation 

a?*= i; 

dans le troisième cas, à l’une des racines 

4-1, —I, 4-v/^, — 

de l’équation 

a:*— I. 

Or, dans ces trois cas, la formule ( 2 ), que l’on doit, en supposant le 
terme p précédé du signe 4 -, réduire, pour /i = 4» à 

(D P — p>, 

et pour = 8 à l’une des suivantes 

tO r=p 4.p‘' — P*— P», (Ô =r P 4- p* — p*— p’, 

donnera évidemment 

(D = 0. 


Si maintenant on suppose 

n = vv'v". . 


V, v', v",... étant des facteurs dont chacun se réduise à un nombre 
impair et premier, soit à l’un des nombres 4* 8; alors la racine primi- 
tive 


p = « 


pourra être présentée sous la forme 

P . •» 


$, Y), IJ, . .. désignant des racines primitives propres à vérifier respecti- 
vement les équations 
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et la somme <0, formée avec les puissances de la racine primitive p, 

sera le produit des sommes alternées 

A, A', A', 

respectivement formées avec les puissances des racines primitives 
I. -n. Ç 


Or, remplacer, dans la somme alternée 
(D^AA'A'..., 

la racine primitive 


p = e" 




par la racine non primitive 






revient à substituer, dans la somme <», le produit 
au produit 

p=i5»iÇ...; 

par conséquent à substituer, dans les sommes A, A', A" 

à Y]"‘ à ïi, Ç'" à Ç, 

Or, en vertu de ces dernières substitutions, une ou plusieurs des 
sommes 

A, A', A'. ... 

s’évanouiront, suivant que le nombre m cessera d’être premier à un ou 
à plusieurs des facteurs 

y, v', v", ... ; 

donc aussi la somme 

(Ô = AA'A'... 


s’évanouira elle-même, et l’on pourra énoncer généralement la propo- 
sition suivante : 
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Théorème II. — Soient p une des rezcines primitives de V équation 

I 

et 

(46) CO = + P*‘+ — P* — P*'— P*'. . , 

une somme alternée de ces racines qui vérifie ta condition 

CÔ*=d=/i. 

Sit dans celte somme alternée, on substitue à la racine primitive p une 
racine non primitive, en prenant par exempte 

imit /—T 

et supposant que le nombre m cesse d*étre premier à n, la valeur de la 
somme (0, que déterminera la formule (i i), sera 

COrso. 
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FORMULES DIVERSES QUI SB DÉDUISENT DES PRINCIPES ÉTABLIS 
DANS LA NOTE PRfiCÉDENTK. 


Soient toujours : 
n un nombre entier quelconque ; 
h, k, l,... les entiers inférieurs h net premiers à n ; 
p runo (les racines primitives de l’équation 

(') 

et 

(a) (0 = p'^4- p'*'+ p'**-4-. . p*- p*’ - p*' . . 

une somme alternée formée avec ces racines primitives, les entiers 

h, k, l, ... 
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étant partagés en deux groupes 

A, h', h\ ... et A-, k\ ..., 

de telle manière qu’un ehangenient opéré dans la valeur de la racine 
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme (£)» 
sans avoir jamais d’autre effet sur cette somme, et que l’unité fasse 
partie du groupe 

/i, h\ A", .... 

Enfin, considérons specialcmént le cas où la somme (0 vérifie la con- 
dition 

(3) (0*=±/i; 

ce qui suppose les facteurs impairs de n inégaux, le facteur pair, s’il 
existe, étant l’un des nombres /|, 8. Si l’on pose 

(4) p = . 

on aura, en vertu du premier théorème de la Note précédente : ou 

(5) (0*=:/i et cD = /i*, 


ou 

(6) (D* = — n et (O — /t* y'— i , 

les équations (.^) étant relatives au cas où n est de l’une des formes 
4.r-hi, 4(4.î:-h3), 8(4.r-+-i), 

et les équations ((5), au cas où n est de l’une des formes 
4j?-h3, 8(4-»-+-3), 

D’ailleurs, en vertu des formules (3), (4)» la seconde des équations (5) 
donnera 


aATT ih'n 

1 cos h C09 - 


( 7 ) 


' sin 


2 A TT 


sin 


•ih'Ti 


3 Air 'lA'ir 

- cos cos 


. sAt: . sA-'t: 

- sm sin 
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et la seconde des formules (6) donnera 


a^'Tt 

J cos 4 - cos h . . . — cos cos . . . = O, 

I n n n n 

I ein I 

' s>n — - — hsin h...— siii siii 


Il y a plus : si, m étant un nombre impair premier à n, on pose 


alors, en désignant par un coefficient qui se réduise à 

H- I ou à — 1, 

suivant que le nombre m fait partie du groupe 

/i, h\ h% ... 

ou du groupe 

k, k\ ..., 

on aura, en vertu des principes établis dans la Note précédente : ou 




et, par suite, 


. amkn i/nk'n ; 

cos H cos h ... — cos cos . . . = «* 


I , amAn . am/i'rr 
sin h sin 


. amA'Tt . •inik'T. 

•sin sin . . .:=:o. 




et, par suite. 


amATT imh'iK amAu a/nA': 

cos h cos H... — cos cos 


amAff . „j_ amA'ir . . amATT a/nA'TC 

' sin h sin 1- . . . — sin cos 


OEwr^t dm C. - S. I, t. 111. 
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On aura d’ailleurs : i° si n est impair. 

Ml 


2” si n osl divisible par 4* niais non par 8, 



> si n est divisible par 8, et de la forme 8 ( 4 ^ -H > )* la valeur tD étant 
fournie par l’équation (lo), ou de la forme 8(4 /7 3 ), la valeur de (D 

étant fournie par l’équation (12), 



4 ° enfin, si n est divisible par 8 et de la forme 8 ( 4 ^ -H 3 ), la valeur 
<le (O étant fournie par l’équation (10), ou de la forme 8(4^H-i). la 
valeur de <0 étant fournie par l’équation (12), 



M. Gauss est parvenu le premier aux formules (ii) et (i 3 ), qu’il a 
données en 1801, dans ses Recherches arithmétiques |§ 356 ], pour le 
cas où /I est un nombre premier, mais sans déterminer le signe du 
coefficient i,„, dont la valeur numérique se réduit à l’unité, (^est dans 
le Mémoire intitulé Summatio serierum quarumdam singularium que le 
même géomètre, en reproduisant les formules (ii) et (i 3 ), les a dé- 
duites d’une méthode qui lui a permis de fixer le signe de u. 

Si, dans la valeur de p, que fournit l’équation (9), le nombre m 
cessait d’êire premier à n, alors, en vertu du théorème 11 de la Note 
précédente, la somme alternée (O, que détermine la formule (2), se 
réduirait à 


(18) 


(D 3= o; 
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et, par suite, on aurait simultanément 

•xmhTt 1 ni h' Tl ‘xinki: 'xni k'TZ 

h cos 1 - . . . — cos cos , . . = O, 

n II n n 

. 2mli'i: . 2nikr. . ■.inik'T. 

h sin H ... - siii siri ... O. 

n n n n 

Donc, si l’on veut étendre les Ibrinules (i i) et au cas où les 
nombres m et n cessent d’ètre premiers entre enx, il suffira d’ad- 
mettre que, dans ce cas, la valeur du coefficient représenté par est 
nulle et vérifie l’équation 

(20) — 

Avant d’aller plus loin, nous rappellerons ici (jn'<*n vertu des con- 
ditions énoncées à la pa^çe 29G et à la page 297, les deux nombres 

I, n — — I (moii./i) 
et, par suite, les deux nombres 

/, n — Im — l ( inod. n ), 

étant inférieur à /ï, mais premier à /i, appartiendront à un seul des 
deux groupes 

//, li\ li\ ... at A', k\ A", . . . , 

ou l’un au premier de ces groupes, rautre au second, suivant (|ue la 
somme alternée dD sera déterminée par la formule (10) ou par la for- 
mule (12). Donc, si l’on représente par 

/i, h'f h\ ... ou par A-, A', k\ ... 

les seules valeurs de h ou de k inférieures h - /«, alors, dans la somme 

a 

alternée <0 que détermine la formule (10), le système entier des valeurs 
de h pourra être représenté par 

/i, h', h", ..., n-/*, n-h\ n-h\ ..., 

et le système entier des valeurs de k par 

k, k\ k", ..., /i-A-, n-k\ n-k\ . . . ; 
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mais, au contraire, dans la somme alternée (D que détermine la for- 
mule (12), le système entier des valeurs de h pourra être représenté 
par 

/(, h'f A', . . ., n — kf n — k'f n — A'*, . . . , 

et le système entier des valeurs de k par 

A-, A', k\ ..., n-A, n-h\ n-^h" 


Comme on aura d'ailleurs généralement 

il est clair qu’à la place de la formule (2) on obtiendra, dans le premier 
cas, l'équation 

( 21 ) CO = p" -H P - A H- p*‘ -h P -A' -h ... — P* — p-* - P*' _ p-A' _ . . . 

et, dans le second cas, l’équation 

( aa ) üE) = pA — p-A 4 . pA' _ p-A’_|_ . . , _ P* p-*' _ P*' P - ^ , 

Par suite, on pourra facilement constater l'exactitude de la seconde 
des formules (11) qui se trouvera remplacée par une équation iden- 
tique, comme la première des formules (i 3 ), tandis que la première 
des formules (i i) se trouvera réduite à 


. a//i/<7r am/i'it 

(a3) cos Hcos 


amAîr imk'-K i ; 

- cos cos . . . =r - 1 ,„ 


et la seconde des formules (i 3 ) à 


... . irnhTi 

(a 4 ) sin 


• siii 


am/i'Tü 


. •imkn . a/wA'it 1 ; 

- siii siii — -t,„ n*. 


Des observations que nous venons de faire on déduit encore une 
conclusion qui peut être aisément vérifiée à l’aide des formules (i4)» 
(i 5 ), (lü), (17); savoir, que l’on a généralement 

(a5) t-m=hnf 

quand la somme alternée cO satisfait à l’équation (10), et 
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quand la somme alternée (Q satisfait à Téquation (12). On peut aussi» 
à l’aide des formules (i 4 )« (i 5 ), ( 16), (17), s’assurer facilement que, 
si l’entier m est décomposable en deux facteurs premiers ou non pre* 
miers fx, y.', l’équation 

(37) m = ixfi' 

entraînera la suivante 

{28) = 

Pareillement une équation de la forme 
(49) m = iiy' li.'' . . . 

entraînerait la suivante 
(3o) (iK = ‘ • 

Soit maintenant N le nombre des entiers 

A, k, /, ... 

inférieurs à /), mais premiers à n. Ceux d’entre eux qui ne surpasse* 
rontpas ^ n seront en nombre égal à —> et, parmi ces derniers, les uns, 

dont nous désignerons le nombre par seront ceux que représentent, 
dans les formules ( 23 ), (24), les lettres /t, 4 ' . . ., tandis que les autres, 
dont nous désignerons le nombre par y, seront ceux que représentent, 
dans les mêmes formules, les lettres 4 , k\ .... Cela posé, on aura néces- 
sairement 

(3.) «-1-7 = 

D’autre part, dans la somme alternée (O, le nombre des termes affectés 
du signe -H est égal au nombre des termes affectés du signe —, par 

conséquent à la moitié du nombre total des termes ou à ^ N. Or, comme 

la somme alternée (O, lorsqu’elle vérifiera la formule (10), offrira une 
valeur déterminée par l’équation (21), on aura nécessairement dans 



366 


MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


cette hypothèse • 

et, par suite, 

( 32 ) 

Dos formules (i i) ct(i 3 ), ou (2^) et (24), combinéosavec les équa- 
tions connues qui servent à développer les fonctions en séries ordon- 
nées suivant les sinus ou les cosinus des multiples d’un arc, on déduit 
aisément divers résultats dignes de remarque, et en particulier ceux 
que M. Dirichlet a obtenus, à l’aide de semblables combinaisons, dans 
plusieurs Mémoires qui ont attiré l’attention des géomètres, t^loncevons, 
par exemple, que l’on combine les formules (ii) et (l'i), ou, ce qui 
revient au même, les formules (10) et (12), avec l’équation 

n f (.2: )— f l‘( O ) * iT f ( tt ) du 

-h a y* cos f( « ) ■+■ • • • » 

que l’on déduit de la formule. (77) de la page 357 (’) du deuxième 
Volume des Exercices de Mathématiques^ en y remplaçant 

a par h, jTo par o, X par a, 

et qui subsiste, pour des valeurs de a inférieures à «, entre les limites 
X = O, x = a de la variable .x, dans le cas où la fonction f(x) reste 
continue entre ces limites. Comme, en prenant 



. . N .N 
a* = ay = — 


. . . N 


( 34 ) 


on aura généralement 

a/ii7r(a?— m) , ^ . . 

cos =cos/nw(j7 — u) — cos mtùx cos mtù U sinmcoj? sinmut/, 


(*) OJiuvres de Cauchy, S; H, T. VH, p. 410. 
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si Ton suppose la quantité a positive et supérieure a /t i, mais infé- 
rieurek w, on tirera de la formule (33) jointe à la formule (lo) ou(i 2 ): 
i*^ en admettant que la somme alternée (d soit déterminée par la for- 
mule (lo), et que l’on ait en conséquence == 


( 35 ) 


— tij coswtt f(«)'^“ +* / eosaw« f(«) rf// 

cosSe.)// f(M) ♦ 


2 " en admettant que la somme alternée <0 soit déterminée par la for- 
mule ( 12 ), et que l’on ait par suite 


( 36 ) 


\ [f(/0 + f(4') -f-. . f(A-) - f{k') - . . .] 

— ^ij siuwa f(i<)</« 4- sinaww f(tt) rfe 
4-t|/ sin3(i>« f(u)</M - 

‘'O 


Les formules (35) et (3G) supposent, comme les formules (i i) ct(i 3), 
que /i, A', A", . . . représentent les diverses valeurs de A, et A, A', A", . . . 
les diverses valeurs de/», renfermées entre les limites o, n. D’ailleurs, 
en vertu de l’équation ( 20 ), on doit, dans les seconds membres des 
formules (35) et (3()), remplacer par zéro le terme général u de la 
suite 

hf itf (3» • 


toutes les fois que le nombre entier /w cesse (t’être premier à n. 

On peut remarquer encore que l’on a, pour des valeurs quelconques 
de <j), 

/'*" , sinmua /*** . . . i -r cos /n w a 

( 3 ?) I coamMudu— — f sin muu ~ — : 

^ mui 

Or, de ces dernières équations, dilférentiées / fois par rapport à w, on 
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conclut : i** pour des valeurs paires de 


(38) 


U 

\f. 


nv I 


s\nni(ùudu=z 


(— i — cosmMfl ^ 
“ /n tü * 


2 ^ pour des valeurs impaires de 


(39) 


i: 

r 


U* cos ni(û U du — 


id sin mtùudu — 


/ -t 

(— 1) * jy I — co^ m e,) g 

m* “ ni ta 
Ltl 

( — i) * sinmtoa 

/ Uirt » 

nv ni ta 


la notation indiquant / différentiations relatives à (o. Cela posé, on 
pourra aisément faire disparaître les signes d’intégration contenus dans 
les seconds membres des formules (35), (36), toutes les fois que ï(x) 
représentera une fonction entière de a:, composée d’un nombre fini ou 
même infini de termes. Si cette fonction entière est de plus une fonc- 
tion paire de x, on tirera de la foriiiule (35), jointe h la première des 
formules (38), 


i/i5[f(A)-hf(A')-H...-f(A:)-f(A:')-...] 


(4o) ( =t,f(v^— iDu) 


sinr.xr 


• t,ri 




2 U 

siiiSua 


3(i) 


OU de la formule (36), jointe à la seconde des formules (38), 


i/»ï[f(A) 4- f(A') +. . f(A:) - f(A') . .] 


= (t f(v''— I Du)- 


Î4-C.f 




2 (a 
— cos3(üa 




(40 
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Si au contraire f(a?) est une fonction impaire do a?, on tirera de la for- 
mule (35), jointe à la première des formules ( 3 f)), 

1 I«»v'=^[f(A) + f(ft') + ...-f(*)-f(*')_...) 

«î) = f(v/rT + 1 . ffiiS d^) 

j ' W * \ 2 y 3W 

I . — CO.s3w« 

ou de la formule (36), jointe à la seconde des formules ( 3 j)), 

//-i\ • !•/ / — \siiiwa \sin3w<i 

(43) i 

( 

Au reste, les formules (/|o), (/ji), ( 42 ), (43) sont comprises comme 
cas particuliers dans celles que nous allons établir. 

Si, dans le second membre de Téquation (35), on transforme les 
cosinus en exponentielles imaginaires, on tirera de cette équation, en 
prenant pour f(Æ;) une fonction entière de x 

J [IVO 4- f(A') f(A-) - f(A') — . .] 

r= t,f( f 

-hti f(-- v^— I e““'' + ^ 

et, par suite. 


/*■* [f(A) + f(A') . . - f(A) - f(/') 


<a, j - "■< 

I -h t| f(— y/^ !)(»)) 


'tl ^ — I 


gUoa^~l _ , 
■JO) \J — I 


OEuvres de C. — S. i, t. III. 
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On tirera au contraire de lequation (36) 






= i,f( v-iüu)jr + + 

et, par suite. 


(45) { = «if( V^-iDw) :: HCif 




g-»ü>a/M 


. ‘NT ' (ù • \ a / 2W 


Oii ne doit pas oublier que les formules (^o), ( 42 ), (44) correspon- 
dent à l’équation ( 10 ), et les formules ( 4 i). ( 4 ’^)» (45) à l’équa- 
tion ( 12 ). Dans ces diverses formules» la quantité a doit être non seu- 
lement positive, mais supérieure ii n — i et inférieure à n. On peut 
même supposer qu’elle atteint la limite n, et, dans cette hypothèse, 
après avoir effectué les différentiations relatives à w, on verra le pro- 
duit wor se réduire à 2 tï, et les exponentielles de la forme 

g-mtaa/^ qH gwtùa^V 

à Tunité. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, concevons 
que, m étant un nombre entier quelconque, l’on pose 

f(jr) =x'”, 

et faisons, pour abréger, 

( 46) A„, = /<« 4- A"» + . . . — k-' - A'"" - . . . . 


On tirera des formules (4o) ou (40» po'i*’ valeurs paires de m : 
I® en supposant (O* = /i, 

, ,71 1a ixmf sinw® . ‘1 sinaua t, slnSwa \ 

' 2 \ ' G) 2 »* 2W 3"* 3w /’ 
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2® en supposant (O* s= - 

(48) I --coaSM 

a \ W 9 "' 9 W iJ"* •’i'iJ 

On tirera au contraire des formules (42) et ( 43 ), pour des valeurs im- 
paires de m : i»» en supposant (O = n, 

(49) + 

2 \ w 9'* ac,) 3"‘ iti) 


2" en supposant (ù“ 


(5o) (-^i) * - /i (il 


,,, / siim// ti sin9r>jrf c, 


0 "' 3w 


...). 


D’ailleurs, û désignant une fonction quelconque de w, on aura géné- 
ralement 

Dîï(w-'û) - flDSoH -h - d„ûd;ï ■* w-‘+ 

I 1,9 

et, par suite, 

T D““ + 


Donc, en désignant par / un nombre entier quelconque, et posant, 
après les différentiations, 

9 K 

a — /i, ù) — — , ao> = 3 z, 

n 


on trouvera, pour des valeurs paires dew, 


Dïï 


9.3 . . .in ^ 


—-Î /'"-•] 

w 1 

. ( 97 ;) " 

13 7:)'"-' 

(2 7:)* J 

DS- 

I-C0S/CÜ«_ 

|-».i 


^ /'« 1 


w 

1 (27:)'"-' 

(3 7:)'"-* 

37 : J 

et, pour des valeurs impaires de /», 



d;? 

sin/wa _ 

r2.3.../r»^ 


-L h ■ 

U) 

1 (27:)'" 

(27:)'"-' 

37 : 

D2f- 

1 — cos/wct 
r-— /i’«+‘ 

p.i 




Cl) 

!. (aT:)**-' 

(97:)«'» 

(27T)* 
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Donc, si l’on pose, pour abréger. 


2 O 


M 

a, _ i, -h — -H ^ 4- . . . 


et généralement 
(5i) 


H >1 h ^ <3 


on tirera des formules (47) et ( 49 )» en supposant ( 0 “ =/i : i" pour des 
valeurs paires de m. 


(5a) A,„=:a/i 




m 


Lfn??'’’” 


(m — a) (m i)/n 


(aTT)* 




a . 3 . 4 . . . « 




2" pour (les valeurs impaires de m. 


( 53 ) A,„ = 2/1 


[(••lî)'’’ 


(/n — 3)(m — i)/H, . 3 

(«V 


■'■■■ ■'« , 1 . 


mais, en supposant (O* = — «, on tirera des formules (48) et ( 5 o) : 
i‘’ pour des valeurs paires de w, 


(54) A„, = --a/» 


♦-if » n (/«-Qw ., . 

l aTi’* (ait)* "* ■“ .(«Tt)"* ‘ ‘J ’ 


2'’ pour des valeurs impaires de w, 

.... . r I . (m — i)w 

(o.-)) — -a/i » 

Lait 




(ai:)» '»•••• (a;;): 

Ainsi, en supposant üs* = /i, on trouvera successivement 

(56) Ao— O, A, — O, A,— ^/i*, Aj— 

71' a TT* 

tandis (|u’en supposant (0=* = — /i, on trouvera 

(57) A.=.o. A. = -îlJ. A. = -îl«l fl il -à) J 

' ^ ' 7 : ’ 7t * •* V 3 î: ‘ Tt / ’ 



Comme on a d’ailleurs 
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Ao" A'-t- /•»— A'»-. . . , 

A, = A H-/i' -h... -A- ~X' 

A,= A» 4- A'*4-. . . - A-* - yt'* — . . . , 
A,“ A* _ , 


il est clair que les équations (5(3) ou (07; feront connaître le.s diffé- 
rences qu’on obtient, quand du nombre des valeurs diverses de 4, ou 
de la somme de ces valeurs, ou de la somme de leurs carrés, de leurs 
cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de 4, ou la somme de 
ces valeurs, ou la somme de leurs carrés, de leurs cubes, etc. On 
conclura en particulier de la première des équations (50) ou (57), 
c’est-à-dire de la formule 

Ao = o, 

que le nombre des valeurs de h est toujours, comme nous le savions 
d’avance, égal au nombre des valeurs de k. On conclura en outre de la 
seconde des équations (5G) que, dans le cas oîkô vérifiera la condition 

la somme des diverses valeurs de h équivaut à la somme des diverses 
valeurs de k. C’est au reste ce qu’il était tacile de prévoir, puisque 
alors les valeurs de 4 étant deux k deux de la forme 

la somme de ces valeurs doit se réduire, en même temps que la somme 
des valeurs de 4, au produit 

â 2 ~ 4 * 

Ainsi, par exem|)le, si l’on prend n = 5, on aura N = 4. 

(Ô =-p4-|5*— p’— P», 

4 ^ " I -+* 4 » A’ 4 - — 2 4- 3 , 

4 4-/i' = A 4.A'^^:=5. 
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Pareillement, si Ton prend /? = ai = 3.7, on aura N = 2.6 = 12, 

® = P -h P* -H P» -V- p'*-+- p'^-t- P*®— P*— P*— P*»— p“ — P»»— p‘», 

54-16 + 174“ ao, 

A: + A'4-. . .= a + 8 + lo + ii + i 3 + 19, 

h + /i' + . . .= X' + X' +. . 3 .ai = — 7 — 

4 

Il importe d’observer que, parmi les valeurs de les seules quan- 
tités 

A,, ^4, 5 *, ... 

entrent dans les seconds membres des formules (oG), et les seules 
quantités 

'3„ -3,. -3„ ... 

dans les seconds membres des formules (S;). Il en résulte que les 
diverses valeurs de c’est-a-dire les divers termes de la suite 

^1» As* A4, ..•* 

sont liés entre eux par des équations de condition que l’on obtiendra 
sans peine en éliminant 

"3„ -3s, ... 

entre les formules ( jG), ou 

«1, '3„ ... 

entre les formules (57). Ainsi, en particulier, si l’on suppose w, 
on trouvera, en vertu des formules ( 5 G), 



ou, ce qui revient au même, 

/ 4 « 4 . + . . . .rr ? ,i(A* -J. A'* + . . .- X» - X'»- . . .). 

On trouvera, par exemple, pour /i = 5 , 

(Ozrp + p^— P*— P», 

A,= 1 + 4*- a»- 3 *--:= 4 , A,i= I + 4 *— a*- 3 »=r 3 o = 3.5 ^ ; 

a 



pour /I = 8, 
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I + 3 *- rt*=z i6, A,= 1 + 3 »~ 5*= 193 - 3.8-^; 

pourn= 12 , 

(0 = pH-p'‘-p»-p’, 

A,:=i-+-ii»^ 5>-7>=48, i,= i + ii»-5’^7*=864=:3.i3~; 

pour/<=i3, 

® = P -t- P* + p‘ + P* -h p«« + p‘* - P* _ P» _ p« _ pï _ pi _ pii^ 

A,=z 1 4- 3 ‘+ 4 * 4 - 9 *+ to* 4 - la*— a*- 5 *- 6*- 7*- 8*- 1 i*=r Sa, 

A»= 1 4 - 3*4- 4*+ 9*+ 10 * 4 - J 2 *- a»- 5*- 6»- 7 »- 8»- ii»= ioi4 = 3.(3^; 

3 

pour/ï — 17 , 

{0=:p4«p*-+-p*4-p‘4-p*4-p'*4-p‘*4-p“— P*— p*-p*— P*— p‘“— p'i— P» — p>*, 

A,=/ 4 -a *4 4*+8*4-g*4-i3‘-f-j5*4-i6*-3*— 5»~6*~7*-io*-n‘-ia*~i4*=si36, 

A,=/ 4- a* 4 - 4 ’+ 8 ’ 4 - 9 * 4 . 1 3 * 4- / 5 * + f 6»-3*-5*-6*-7*- io»~ 1 1 1 a»- 1 4 »:^ 3468 = 3 . 1 7 ~ 

pour/ï = 21 , 

(0 = P 4* P* + P* 4- p>* 4 - p'^ 4- P** - P* — P*— pio _ pli _ pU ^ pi»^ 

Ai = i 4- 4*+ 5*4- 16 * -h 17 * 4 - ao*— 3 *-- 8 ’— 10 *— n* — 13*-' 19 *= 168 ) 

Aj = i 4-4*+3®+ iè*+i7*+ao*— 2 *-. 8 ’— 10 *— n*— i3*— 19 *= Saga = 3. ai 

etc. 

Si l’on suppose» au contraire, ( 0 * = —/i, on aura, en vertu des for- 
mules (.') 7 ), 

(Sg) A,=/iA„ 

ou, ce qui revient au niénie, 

A-*4-A'‘4-...~A‘--A'*-...=«(4-4-*'+...-/i-A'-...). 

On trouvera, par exemple, pour/î := 3, 

(ô=p — P*, 

— A,-ï:a — i~r, -i,= a*— i~ 3 .i; 

(0 = P — P*, 

-A, = 3-1 = 3 , -A, = 3*-i = 8 = 4.a; 


pour « = 4* 



37C MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


pour/î = 7, 

(0=;p 4.p* + p 4 _pi_pi-pi, 

- A, = 3 4-5 4-6 - I -a —4 =7* 

- A,= 3‘ + 5*4-6*~ I -~2*-4*=49 = 7'75 

poiirn = 8, 

(D=:p4-p*-p‘-p’, 

-A, - 5 + 7 - 1-3 = 8, -A»= 5 » 4 - 7 *-i- 3 ‘ = 64 = 8.8; 

poiipn= II, 

IÔ = P 4 .p* + p 4 + p«->. P» _p«_ pi_pi_p»_p», 

— A = a +64-74-84- 10— I — 3 -4—5—9=11, 

-- A = a* + 6 *+ 7 *+ 8 ’+io*— 1 — 3*— 4*— 5*— 9 *= ni = 11 . 11 ; 

pour /i= i 5 = 3 . 5 , 

(ô = p + p* + p» + p»-p’-p“-p‘»-p'S 

— A, = 7 4-11 4. i 3 4-14 _ I — a _ 8 — 3 o, 

-A,= 7*+ii* + i 3 «+i 4 *-i-*i*- 4 *- 8 » = 45 o = i 5 . 3 o{ 

pour « = 19, 

(0 = p+p*4-6‘-l- p‘ + p’ + p* + p’‘+p‘* + p”— P*— P*— P*— p’*— p'*— p'*— p’*— P*®— p“, 
“A, =2 +3 +8 +10 +n +i 3 +1,4 +i 5 +18 — i — 4 — 5 —6 —7 —9 -11 —16 —17 : 
— A|=a’+3’+8*+io*+n‘+i3>4-i4‘+i5*+i8*— i — 4*— 5 ’— 6‘ -^7* -9’ -ii*— 16*— 17*: 


pour«=:20, 

CB= P + P* + p’ + P* -p“-p«*-p”~p>», 

— A,=ii +i 3 +17 +19 — I — 3 — 7 — 9 = 4 o, 

- A,= m*+i3*+i7*+i9*— I — 3 > — 7* — 9* =800 = 20.40; 

etc. 

Il est bon (robserver encore que la valeur de est positive, et même 
ordinairement renfermée entre deslimites qu’il est facile d'obtenir. Kn 
effet, cette valeur qui, en vertu delà formule 

i,=i, 


, h (« 


19, 

361=19*; 


(60) 

peut être réduite à 

(61) 
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sera évidemment comprise entre les limites 

OU, ce qui revient au même, entre l«s limites 

Or, comme, en prenante ~ 2 , on a, en vertu des formules connues, 

■+5^ + 3S-+-- = ' + = 

il en résulte que 4, et, à plus forte raison, .i,, sont positifs et 

renfermés entre les limites 

i, 6449*.. et a — 1 ,6449- * . = o,355i . . .. 

Gomme, d’ailleurs, les nombres de Bernoulli 


a’ 3a* 4** 


vérifient les équations 


1 ^ 

'6 I .a * 

— -L 

3 o I .2.3.4’ 


I 

3*^’** 42 1 .3.3. ’ 




il en résulte que les quantités 

'^ 4 » '^«1 

sont respectivement supérieures aux produits 

I air’ I a>ff* i_ 

6 1 . 2 ’ 5ô i.a. 3 . 4 * 4a I .a.i.4.à.«j’ 

OEwm C. -> S, M. Ili. 
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et inférieures aux différcinccs 

I 9ir* 1 'i*7r* 1 9*7r* 

"“îîTxrîxs 


Quant à la quantité 



on peut seulement affirmer qu'elle sera nulle ou positive. C’est ce qu’on 
démontrera sans peine, comme l’a faitM. Dirichlet pour le cas où /lest 
impair, à l’aide d’une méthode de transformation qu’Euler a exposée 
dans le Chapitre XV de V Introduction à l'analyse des infinis^ et que nous 
allons rappeler. 

Puisque la formule (29) entraîne généralement la formule (3o), il 
est clair que, si l’on nomme 

«, 6, y, ... 


ceux des nombres premiers qui ne divisent pas le module /i, on aura 



Or, cette dernière formule, subsistant toujours, tant que la série com- 
prise dans le premier membre est convergente,, ou, ce qui revient au 
même, tant que /n surpasse ruiiité, quelque petite que soit la différence 
w — I, pourra être étendue au cas même où l’on a m = i. On aura 
donc, pour toutes les valeurs entières de w, et même pour m = i, 

(64) 

a, §, y. ... désignant les facteurs premiers qui ne divisent pas m. Or, 
comme les facteurs, que renferme en nombre infini le second membre 
de la formule (C4), sont tous positifs, il en résulte que la valeur de 
donnée par cette formule ne sera jamais négative. Elle ne pourra donc 
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être que positive ou nulle. On a vu d’ailleurs que les valeurs de 
étaient toujours positives pour des valeurs de m supérieures à l'unité. 

Lorsqu'on a obtenu des limites entre lesquelles se trouvent com- 
prises les quantités 

Al, Al, . 


on peut en déduire d’autres limites entre lesquelles se trouvent ren- 
fermées ou les différences 


At, 

ou des fonctions linéaires de ces différences. Ainsi, en particulier, 
dans le cas où l’on a (0 = /i, on peut affirmer non seulement que la 
valeur de -i, est renfermée entre les limites 


î! 

6 


et 


a — 


t:’ 

t>’ 


mais encore, en vertu de la formule 



que la valeur de la différence 
est renfermée entre les limites 


g«‘y/rt et o,o35.../i*v'^, 

Donc alors la valeur de A est toujours inférieure à 
Ainsi, par exemple, on a, pour n = 5, 

A»=4<g5*v'5. 


Les formules qui précèdent sont, pour la plupart, déduites de l'équa- 
tion (33) qu'on peut.encore écrire comme il suit : 

n{{a!)zzf î{u)du + 2 QOi^^ f cos «)</« + a cos cos — 

+ 38in^~jr sin + asin jf sin -h. 
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et en vertu do laquelle la fonction f(jr) ou n î{x) se trouve développée 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de Parc 

M 


Or, on peut démontrer que, dans le cas où la quantité a ne surpasse 
pas la limite les deux parties.du développement, savoir : la somme 
des termes qui renferment les cosinus des arcs 

itx ktx 
’ « * n ’ * 

et la somme des termes que renferment les sinus, sont égales entre 
elles, par conséquent égales k la moitié du produit nf(d;). On a donc, 
pour des valeurs de a inférieures ou tout au plus égales k ^ n, et pour 
des valeurs de x renfennées entre les limites o, a, 

f(ar)=jf + acos^^jT co8^^f(K)rf« + acos^~ jf co8^~f(M)rftt +. 

f(4:)=: asin—jf slii «){/« + a sin —^jf 8in^f(M)e/tt +. 


et, en effet, pour obtenir les formules (65), ( 66 ), il suffira de remplacer 
dans les formules ( 109 ), (no), de la page 364 du deuxième volume 
des Exercices de Mathématiques ( ' ), 


a par jr par 0 , X par a. 

Or, de la formule (65) jointe k l’équation (23), ou de la formule ( 66 ) 
jointe k l'équation ( 24 ), on tirera : i°cn supposant = n, 


^«*[f(/0 + f(/O+..-f(^)-W-...] 

=hf eosu«f(K)rf« + i|J cosa(iiwf(«)</a 


(‘) Œuvrer de Cauchy ^ S. It, T. Vit, p, 
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2" en supposant (O’ = — n, 


^58) ] =*iy 8 \n(ùuf(u)da-i-ttJ* »Ui2aiu Ç{u) du 

I slnawK - 

pourvu que la valeur de (u soit toujours 


_ ^ 
n 

et qu’en tenant seulement compte des valeurs de h ou de k inférieures 
à ^ /I, on place a entre la limite ^ et le nombre entier immédiatement 

inférieur à cette limite. Les équations (C7), (68) ne sont évidemment 
autre chose que les formules (35), (36) étendues au cas où l’on sup- 
pose les quantités 

/i, /<', A" A-, X', r, ... 

inférieures, non plus au nombre /t, mais à la limite-» la dernière a 

pouvant atteindre cette limite. Or, de ces formules, par des raisonne- 
ments semblables à ceux dont nous avons fait usage, on déduira encore, 
dans le cas dont il s’agit, les équations (4o). (40» (4^)» (43), (44). 
(45) ; et par suite, si l’on pose dans le même cas 

(69) ..— A"*— .., 

c’est-à-dire si l’on représente par la partie de qui renferme des 
valeurs de A et de A inférieures à ~ /I, on trouvera, pour des valeurs 
paires de m : i® en supposant (O’* = /i. 


\» sinatog sinSoja 
2 "^ 3iu 3"* 3&» 


....> 


(70) 
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2" en supposant cO’ = — yi, 

, , , /71 !* « — coswa ‘ij I — cosaua , i — cosSuo 

(7-) = ^ + +- _ y— 

On (pouvcra au contraire, pour des yaleurs impaires de /» ; i® en sup- 
posant (O* =/i, 


(7*) (-0 * 


=1)2(1, 


(, I — cosaMa 
2» 


(j I — cosSwa 
3w 


...) 


2® en supposant ( 0 *= — /i, 

/ ox / * î> n»/ sinwa w siriawa (| sin3(i>a \ 

( 78 ) (- 0 * — 5 h... . 

' a \' w a”* au 3"* 3u / 

On ne doit pas oublier que, dans ces dernières formules, tout comme 
dans les équations ((j; j, ( 68 ), la quantité a doit être renfermée entre 

la limite supérieure qu’elle peut atteindre, et le nombre entier 

ou - - 1 immédiatement inférieur à cette limite, 
a 

Concevons en particulier que l’on prenne 


en substituant cette valeur de a dans les expressions de la forme 


DS 


sin/ua 




après avoir préalablement effectué les différentiations relatives à (o, l’on 
trouvera, pour des valeurs paires de /», 


Dïï 


8in/b)(7 


l) 2 f 


I — cos/urt 


= i")]' 
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et, pour des valeurs impaires de m, 
sln/u^ 


D3 


DS 
1 — cos/ua 


_ /« Y"-^* r i.a.3...m _ ^ A] 


Donc, si Ton pose, pour abréger. 


I — I ** J. 1 — , ^ '■ï 

et généralement 

(74) *« = w — ^ + 

on tirera des formules (70) et (72), en supposant lO* = /» : 1“ pour des 
valeurs paires de m. 


2** pour des valeurs impaires de m, 

mais en supposant (ô* = /i, ontireradesformules(7i)et(73): i°pour 
des valeurs paires de m, 

( 77 ) a.=(2pi[L_(„_o«|+...±,.a.3...,„L!!±^^ 

2” pour les valeurs impaires de m, 

(78) 3„=(j)“»î[ii-(i>.-i)mt+.,.±,.3...«kj. 

Ainsi, en supposant (0* = n, on trouvera successivement 
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tandis qu’en supposant (D* = /i, on trouvera 

(8o) d„=li±ii«î, ^.= (7- 

TT ' 2 TT * V4 TT 



Comme on aura d’ailleurs, en tenant compte seulement des valeurs de 
A et de ^ inférieures à - n, 


do = A* -t- 4*— A*'* — . . .= I —y, 

d, = A -.-/i' -k' 

d,=: 4*- A'*-. . 


il est clair que les équations (79), (80) feront connaître la différence 
i — j\ et celles qu’on obtient quand de la somme des valeurs de A infé- 
rieures à ou de la somme de leurs carrés, etc., on retranche la somme 

des valeurs de A inférieures à - > ou la somme de leurs carrés, etc. La 
2 

première des équations (79), c’est-k-dire la formule 
dor=0 ou i— y=:0, 

s’accorde, comme on devait s’y attendre, avec l’équation ( 3 i). 

Avant d’aller plus loin, observons que les quantités 

Ii» If» I«» • • • ». 


ou les diverses valeurs de U, sont liées aux quantités 

r>,, . . . , 


c*est-à-Klire aux diverses valeurs de 4 ,^» par des équations qu’il est 
facile d'obtenir. En effet, comme on aura généralement 


et par suite 

** 1 ** -i. *• _i. 


( 3 ,„- 


L«)» 



on en conclura 
(80 
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On aura donc 

(89) li = (i ii) 5 i» i|= ’ * 

Ajoutons que» se réduisant toujours à Tune des trois quantités 


les valeurs de 


— I. O, -+-I, 


I.. I., 1* 

seront, en vertu des formules (82). des quantités positives, tout comme 
les valeurs de 

-S. .... 

Quant à la quantité I,. liée à 4, par la formule 




elle sera ou positive ou nulle, ainsi que 4, , et pourra même s'évanouir, 
sans que 4, s'évanouisse, avec le facteur i — ij, lorsqu’on aura 



ce qui suppose n impair et de la forme 8a? + 1 ou 8a; + 7. Supposons 
en particulier n de la forme 807-1-7, et composé de facteurs impairs 
inégaux. On aura 

(0* = — /I, 

et comme alors I, s'évanouira, ainsi que i — i,, la seconde des for- 
mules (80) donnera 

On trouvera, par exemple, pour n = 7, 


pour /i = i5, 


ô, = I -h 9 — 3 = O, 


d, = i -H 9 4-4 — 7= 0, 


Revenons maintenant aux formules (79) et (80). Si, dans.ces for- 
mules, on substitue les valeurs de i,, .I3, I,, ... fournies parleséqua- 

CKuvrtt dt C. — S. I. t. III. 49 
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lions ( 82 ), on trouvera, en supposant dd* = /i. 


(83) 

(84) 



d,= (a — t,)^#l*, d,: 


Izihh 

a w 



V 8 « 8 



etc. 

Lorsqu'à la première des équations ( 79 ) ou (83) on joint la pre- 
mière des équations ( 79 ) ou ( 84 )» on arrive à cette conclusion remar- 
quable que la diiïérence 


^0 ou I— y 


est toujours nulle ou positive. On peut donc énoncer la proposition 
suivante : 


Théorème. — Supposons que, p étant une des racines primitives de 
Véquation 

A7*‘= I, - 

la somme alternée 

(0 = pA4-pA'-h...-p*-pn 


vérifie la condition 


(Ô* = ±/ï 


et que le groupe d'exposants 

h, //', h\ ... 


renferme l’unité. Si les entiers inférieurs à /i, mais premiers à n, sont en 
nombre égal à i dans le groupe h. A', A", . . ., et en nombre égal à j 
dans le groupe k, k', k", la différence 


y 


seta toujours nuüe ou positive, et ne cessera d'être nulle que lorsqu’on 
aura 


J^s quantités 




80» 81, d|, ^4, ... 


sont évidemment liées non seulement entre elles» mais encore avec les 



quantités 
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Al, Au A, A4, . . 

par des équations de condition qu*on obtiendra sans peine en élimi- 
nant 

e>4* • • • 

entre les formules (SC), (83), ou en éliminant 

^ 1 » • • • 


entre les formules ( 57 ) et (84). Ainsi, en particulier, on tirera des for- 
mules (SC), (83), en supposant « 0 * = n. 


(85) 


\ — Al — 4^1 

'"*■“** 


ou, ce qui revient au même. 


(86) 






nd„ 


à,= — iJ—a., 

a — t» 


Ai=^nA,i 


et des formules ( 57 ), (84), en supposant ûd* = — /i, 
(87) 

ou, ce qui revient au même, 


_ /tdo __ ^ 

I — t, a — t, ‘ n ’ 


(88) 8, = i-=i* "(i-y), = 

' 3 — t, a ' ‘ a — t, * 3 — 1, 

Dans l’application de chacune des formules ( 87 ) et ( 88 ), on doit 
distinguer trois cas correspondant aux trois valeurs 


— I, O, I 

que peut acquérir la quantité I 3 . Ainsi, en prenant pour n un nombre 
impair, on tirera de ces formules : i® lorsque n sera de la forme 

8d7H- I, 


6 | — 3^*^!' 


A, = — 3/1*8,; 
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2** lorsque n sera de la forme 8a? h- 3 » 

(90) «1^, A, = — 

3 ® lorsque n sera de la forme 80? 4- 5 , 

( 91 ) di=^/i3,, A|=— A,=— ^ndi; 

4® lorsque n sera de la forme 8/r 4-7, 

(9a) di = o, A,=— /i(i— y), A,=r— /|•(t— y). 

Au contraire, en prenant pour n un nombre pair, divisible par 4 ou 
par 8, on tirera des formules (87) et (88) : 1® lorsqu’on aura (0* == n, 

(9Î) 4,=-«a,. 4.=- 

2® lorsqu’on aura (0* = — n, 

(95) A, = — /*i^, A, = — 

On vérifiera aisément ces diverses formules dans les cas particuliers, 
et l’on trouvera, par exemple : pour /i = 17, 

J, = -6, e,:.=-34 = ja„ 4, = i36 = -^i„ 

4,= 3468 = — 

pour « = II, 

1 = 4, y=i, I— y = 3, 

3|i=i 1 1 = /i— Ai^ — ii = n — 3^’ Ai= — iai = — /I*— 

pour /I = 5 , 

3i = — I, 3, = — 3 = |/i3i, A,= 4=— |w3,, 

A,= 3 o = -|«*d.; 
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pour /I = 7 , 

1 = 1 , y = o, y = *» 

âi — o, A,=:— 7 = — /i(i— y), A,=— 49 = -./i«(/— y). 

On trouvera pareillement : pour /i = i3, 

di = — 5 , 3,=— 39 = ^«^,, A|=r 5 a =— 

A,= ioi 4 =— ; 

5 

pour «= i5 = 3.5, 

1 = 3, y = i, I— y=:a, 

8t = o, Azr— 3o= — n(i— y), A|= — 45o== — /i*(i — y ); 

pour II = 21 = 3 . 7 , 

3 , = — 10, 3 ]=:— ia 6 |/ld,, A| 7 =:i 68 =:~ 

^,=r 539 a = — ^ 

Si Ton attribue à n, non plus des valeurs impaires, mais des valeurs 
paires, on trouvera ; pour n = 4 . ( 0 * = — 4» to = p — p** 

1 = 1, y=o, «— y=i, 

3,= i = /ii^, A,= — a— — A, = — 8 = — 

4 a a 

pour U = 8 , ( 0 * = 8 , (D = P -h p’ — P* — P*, 

3, = — -a, 3, = — 8 = ~3|, A, = i6 = — «3,, 

A, = i9a=— 5n»3,; 

pour » = 8, (0* = — 8, flO = P -H P* — P* — p’, 

i = a, y = 0, y = a, —— Jt. = i, 

J, = 4 = »iŸ^. A,=-8=-ni^', A,=-64=-»>^:p^; 
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pour n = 12 , 

i.=-.4=2«,. A,= 48=-««„ 

A,=:864 = -|»M,i 

pour n = 20 , 

t hHb J J 2| ^ ^ 

di = 20 = rt i-~i A) = — 4o = — A| = -*- 8oo = “ /I* ^ 

4 ‘ 2 2 

Les diverses formules établies dans cette Note comprennent les for- 
mules du même genre trouvées par M. Dirichlet. J'ajouterai que les 
équations de condition par lesquelles se trouvent liés les uns aux autres 
les termes des deux suites 

Aj, 

do, d|, dt, d|, ...» 

peuvent être démontrées directement, et d'une manière très simple, 
comme je l’ai remarqué dans un Mémoire que renferment les Comptes 
rendus des séances de t Académie des Sciences, pour Vannée i84o (i®*^ se- 
mestre, page 444) (’)• 


NOTE XIII. 

SUR LBS FORMES QUADRATIQUES DR CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, 
OU DU QUADRUPLE DE CES PUISSANCES. 

Soient : 

/)un nombre premier impair; 
n un diviseur de/> — i ; 

h, k, l, ... les entiers inférieurs à n, mais p'remiers à n\ 

N le nombre des entiers h, k,L ... ; 


( ' ) Œuvres de Cauchjr, S. ï, T. V, p. Mi' 
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P une racine primitive de Téquation 
(0 

et supposons les entiers 

A, k, /, ... 

partagés en deux groupes 

A. A', A% ... et A, A', A% .... 

de telle manière que la somme alternée 
(a) (D = pA-f. pA'4. P*— . 

vérifie la condition 

(3) ®*==fc/i. 

Soient encore : 

6 une racine primitive de réquation 

(4) 

t une racine primitive de Téquivalence 

(5) cr^-‘si (motl.p)» 
et de plus 

• • • 

des expressions imaginaires déterminées par des équations de la forme 
Aux deux groupes 

A, A', A% ... et A, A', A% . . . , 

entre lesquels se partagent les exposants ou indices 
A, A, /, .... 

correspondront deux groupes 

®At ®A'» ©A*» ••• et ®*» ®A'* .*.» 
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entre lesquels se partageront les expressions imaginaires 

©A. 0*. 0„ 

et, si Ton pose 

(7) I = eA0A'0v..., J=0*0*e*...., 

alors, en vertu des principes établis dans la Note précédente, les deux 
binômes 

I + J. I-J, 

considérés comme fonctions des racines primitives de Téquation (i), 
seront, le premier, une fonction symétrique, le second, une fonction 
alternée de ces racines. Il y a plus, comme la condition (3) suppose 
que les facteurs premiers et impairs de n sont inégaux, le facteur pair, 
s’il existe, étant 4 ou 8, la fonction 

1-J 

sera, dans rhypothèse admise, de la forme indiquée par la formule (63) 
de la Note Vil ; et l’on aura en conséquence 

(8) l + J = A, I-J.-BA, 

A, B désignant ou des quantités entières, ou des fonctions qui renfer- 
meront seulement les racines 


0 , es 6'*. ... 


de l’équation (4) respectivement multipliées par des coefficients 
entiers. 

Observons maintenant qu’en vertu de la formule (7) de la Note III, 
on aura 


I 0A ©A'.. .= Ra, A', A*. ..©A+ .. 

et 

©A’ ©**...= Ra,*',A*... ©Av+.*'+a»h...., 


Ka.a'.a',... et R*. a, a»,... désignant deux fonctions entières de la seule 
variable p. D’autre part, si la condition (3) se vérifie sans que n se 
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réduise à l’un des trois nombres 

3 , 4 , 8. 

on aura {voir la Note précédente) 

(lo) A -f- A' -f- . .3= Xr O (mod./t), 

et, par suite, eu égard à la formule (2) de la Note fll, 

( * ' ) = 00 = — I . 

Donc alors les équations (7), (9) donneront simplement 
(•*) I— — J = — R*,*’, A'..,» 

et comme, en vertu des formules (12), les fonctions I, J deviendront 
indépendantes des racines de l’équation (4), ces racines n’entreront 
pas non plus dans les coeflicients 

A, H, 

qui SC réduiront nécessairement à des quantités entières. 

Si l’on pose pour abréger 



alors, en désignant par l un quelconque des entiers inférieurs à /i, 
mais premiers à /i, on aura, en vertu de la formule ( 3 ) de la Note JII, 

(» 4 ) 0/0_,= (- 

Si le nombre car est pair, la formule (i 4 ) donnera simplement 
(*è) 0/e,_,=p. 

Si. au contraire, tu est impair, n devra être pair, ainsi que p — i =snm 
et, par suite, le nombre /, premier à /», étant impair, ta formule (i4) 
donnera 

(16) 0/0,_i= — p. 

Cela posé, on tirera évidemment des formules (7), dans le premier 

OtLmres de C, S. 1, t. lil. 3 o 
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cas, 

(17) 

et dans le second cas, 

( 18 ) IJ = (-i)î/»ï 

Mais, comme dans le second cas, n étant pair et de l'une des formes 

4v'v'..., 8vV..., 

N 

Y ne pourrait devenir impair que pour la seule valeur 

/i = 4, 

dont nous faisons ici abstraction, il est clair que la formule (18) se 
réduira elle-même à l’équation (17). 

D'autre part, comme on tire des équations (8) 

( 19 ) îI=A 4-BA, aJ = A-BA, 
par conséquent 

41J~A*-B»A*, 

il est clair qu’en ayant égard à l'équation (7) et à la formule ( 3 ), on 
trouvera 

N 

(ao) 4/>* = A*— B*A»=A*±nB*. 

Pour que la condition ( 3 ) se réduise à 
( 21 ) (D*=:/ï, 

il est nécessaire que les facteurs premiers et impairs du nombre n 
étant inégaux entre eux, ce nombre soit de l’une des formes 

4x-4-i, 4(4x-t-3), 8 (ax + i). 

Mais alors, en vertu du théorème l de la Note IX, l désignant un 
quelconque des entiers renfermés dans les deux groupes 

A, h\ h\ ... et k, k\ k», ..., 



les deux termes 
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/ et n — l 

appartiendront au même groupe. Donc alors, en vertu des équa- 
tions (7), jointes à la formule (i 5 ) ou (16), on aura 

(аа) l = 
savoir 

(a3) \r^l:=zp\ 

t N 

si l’un des deux nombres ts, ^ est pair» et 

(al). I = J = — p‘, 

N 

si les nombres cï et sont tous deux impairs» ce qui suppose n =s 4v, 

V étant un nombre premier de la forme 4 x H- 3 . Alors aussi l’on tirera 
des formules (8) et (2*2) 

î 

(a5) A = :i:a/^S B = o, 

Os dernières valeurs do A, B satisfont effectivement à la formule (20). 
Pour que la condition ( 3 ) se réduise à 

(аб) = — 

il est nécessaire que» les facteurs premiers et impairs du nombre n 
étant inégaux, ce nombre soit de l’iine des formes 

4x4-3, 4(4 x-+-i), 8(ax4-i). 

Nommons alors la plus haute puissance de/? qui divise simulta- 
nément A et B. On aura 

( 37 ) \=p^Xy 

Xy y désignant deux quantités entières non divisibles par p ; et» en 
posant 

(a8) 
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on Terra la formule (20) se réduire à la suivante 
( 39 ) « V*» 

11 s’agit maintenant d’obtenir les valeurs des exposants X, p. On peut 
%y parvenir à l’aide des considérations suivantes : 

Comme nous l’avons observé page 112 » on a généralement 

Ra,*,/,...= R/».*RA-t-*,/....» 

en sorte que les formules (i->) donneront 


(3o) 


1 — ~ Ra,A'R/<+A’,/i*R/h-A'+-/*',A"...» 
J ~ — Ra.** Ra+A'.A’ Ra+A-i-A».*-*.... 


Or, dans chacun des facteurs qui composent les seconds membres de 
ces dernières, on peut immédiatement réduire les deux indices placés 
au bas de la lettre R à des nombres 

P 

représentés par des termes de la suite 

O, I, 2 , 3, n — I. 

On pourra même, en vertu des formules ( 10 ) et ( 12 ) de la Note I, 
remplacer le facteur 

f - «TT 


par ±:/), lorsque la somme des indices /, l' sera le nombre /t, et 
par — I, lorsque l’un des indices s’évanouira. Ce n’est pas tout, lorsque 
4, À', étant positifs l’un et l’autre, otTriront pour somme un nombre 
différent de /i, on aura généralement, en vertu de la formule (i3) de ta 
Note 1, 

R/,/'R-/-/ = 


ou, ce qui revient au même, 

(^0 R^rRi»— y®} 
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ett comme des deux sommes 

/-4-r, (/*-/) + (« — /') = a/t — 

renfermées entre les limites «, 2/1, il y en aura toujours une comprise 
entre les limites o, /i, l'autre étant comprise entre les limites /z, 2/z, il 
résulte des équations (i4) et (i 5 ), jointes à l'équation (17), qu'on 
aura toujours 

(3>) 

ou, ce qui revient au même, 

(33) IVt-pff, JF~/)^G, 

/, ^désignant deux nombres entiers propres à vérifier la condition 



et F, G des produits composés avec des facteurs de la forme 

R/,r 

dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, t tous deux 
inférieurs à/i, et leur somme /-h f renfermée entre les limites /i, 2/t. 
Si d'ailleurs on substitue dans les formules ( 33 ) les valeurs de 1 , J 
fournies par les équations (19), on aura identiquement 

(34) (A-+-B(0)(; = a/i/F, (A- B(D)F = 

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (27), 

(35) /)^(.r 4 - v(0)Gr=a/?/F, — y(D)F =: 

On aura donc par suite 

(36) /)^-"*(ic -|-/(0)G = a/>^-'"F, ~ y(D)F =r 

m, m' étant deux entiers que l'on pourra réduire, le premier au plus 
petit des nombres 


/. 
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le second au plus petit des nombres 
X. g. 

afîn que chacun des exposants 

X “ m, f—m, X — m', g— ni' 

soit nul ou positif. 

Avant d’aller plus loin, nous ferons une observation importante. Les 
formules (33), comme toutes celles d’où elles sont déduites, et par 
suite les formules (36), offrent chacune deux membres représentés 
par des fonctions entières de p qui sont identiquement les mêmes, 
quand on réduit l’exposant de chaque puissance de p à l’un des en- 
tiers 

O, I, 3, 3, ..., n — I, 


ou qui du moinspeuvent alors être transformés l’un dans l’autre à l’aide 
de la seule équation 

1 + P -h P* -h P* + . . . H- P»-* = O. 

Donc, après les réductions dont il s’agit, la différence entre les deux 
membres de chacune des formules (36) sera le produit d’un nombre 
entier par le polynôme 

D’ailleurs, réduire, dans une fonction entière de p, l’exposant dechaque 
puissance de p à l’un des nombres 


O, I, 2, 3, «— .1, 


ou, ce qui revient au même, remplacer 


P", p*", p*", 

p'*'*'*, p®""*”*, p**^*» 

p'*’^*, p*'*'^*, p**"^*, 

p4«— 1, p*rt— 


par p®=i, 
par p, 
par p*, 


par 
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C’est ajouter aux divers termes de la progression arithmétique 

P», p»+l, p»+t, p,n+«, pfi.+»^ ... p.»^ p»»+l^ pl«+.^ ... 

les différences 

I — P*, p — p"-^*, P*— p*+*, ..., 

'-P**, p-p*«+*, p^-p*"-^», .... 

I — P*", P — p*'*'^*, P* — p*'»'^*, .... 


respectivement égales aux produits 

I — p«, p(i_p«»), p*(i — p«), 

I — P*-, p(i — P»*), p*(i_p»«), 

p(i-p*-), p*(i-p»*) 


qui tous ont pour facteur le binôme 

I P* = (I - P) (14- P -+- p*-h . . . 4- P»-*), 

et par conséquent le polynôme ( 37 ). Donc, en définitive, dans chacune 
des formules (36). la différence entre les deux membres sera toujours 
une fonction entière de p. qui, avant réduction, aura pour facteur le 
polynôme 

I4-p-t-p*4'...4-p""‘= 

P — I 

Donc, si dans ces formules on remplace la racine primitive p do 
Téquation 

«'»= I 

par une racine primitive r de l’équivalence 

(modj?), 

les deux membres de chacune d’elles offriront pour différence une 
fonction entière de r qui aura pour facteur le polynôme 

I ■+- r -H /•* 4 -. .. 4 - is O (inod./7); 

et comme dans cette différence les coefficients des diverses puissances 
de r seront des entiers, elle devra, ainsi que le polynôme 
1 
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être équivalente à zéro, suivant le module/». Donc, si Ton nomme 

d. s. q 

ce que deviennent 

F, G 

quand on y remplace p par r, les formules ( 36 ) entraîneront les sui- 
vantes 

(38) + — (mod.p), 

dans lesquelles on devra, eu égard à Téquation (2), supposer 
(Sg) 3 23 . — r* — r*' — . . . (mod./?). 

D’autre part, l’équation (26) pouvant s’écrire comme il suit 
( p'^ 4- - P*- P*'- . . . 
on tirera de cette équation, en y remplaçant p par r, 

(/•A 4-/**' -h. . . — r*— r*'— n (mod.p), 
ou, ce qui revient au même, 

(4o) « (iiiod./7). 

Donc le nombre entier^ sera premierà/»; comme, dans l’équation (29), 
les quantités y ne sont, ni l’une ni l’autre, divisibles par />, on 
pourra en dire autant de la somme 2/1 et de la différence iy^ des 
deux binômes 

X — y3. 

Donc de ces deux binômes Tun au moins sera premier à /». Concevons, 
pour fixer les idées, que ce soit le second x ^ qui remplisse cette 
condition. Comme, en vertu des principes exposés dans la Note V 
(p. 196 et suiv.), les deux quantités q seront elles-mêmes pre- 
mières à p, il est clair que, dans les deux membres de la seconde des 
formules ( 38 ), les exposants de /», savoir 

X — m', g — m* 

ne pourront s’évanouir l’un sans l’autre. Or, c’est précisément ce qui 
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arriverait si, les nombres X, g étant inégaux, on prenait le plus petit 
pour valeur de /»'. Donc, lorsque æ?—jo est premier à /», la première 
des formules (38) entraîne la condition 


Mais alors, en posant, dans la première des formules (38), 


on en conclut 


m = m' =z}i~=g, 
é' = o ou f~g>o. 


suivant que le binôme 


ÆT -f- vd 


est ou n’est pas supposé premier à p. Donc, si le binôme 

:C — 


est premier à p, les formules (38) entraineroiit la condition 




Pareillement si le binôme 

X -{-y à 

était premier à/?, les formules (38) entraineraient la condition 




Ainsi, dans tous les cas, X devra sc réduire au plus petit des deux 
nombres 


et comme, en vertu des formules (28), (34), on aura 

(4«) — aX, 

il est clair que «x devra sc réduire ii celle des deux différences 
/- é' -/ 

qui sera positive, par conséquent à lavaleurnumériquedela différence 

OEuvres ie C. — S. I, t. 111. 
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/ — Au reste, cette différence elle-même peut être, dans tous les cas, 
facilement déterminée comme il suit : 

Posons pour abréger 

(4a) P = Ra,aRa*,/*- • Q = R*.*R*',*’- • 


ou, ce qui revient au même, 


(43) 




Q = 


BifcBj* . . . 


On en conclura, eu égard aux formules (7) et(3o), 


(44) 

(45) 


11 P QlABiA 

~ J* 

N 

PQ=r^*. 


D*ailleurs, en vertu des théorèmes 3 et 4 de la Note IX, on trouvera : 
I® en supposant n de la forme 8 x -t- 7, 

BjA B*A'* • • — BaB/i • . ♦ = If = 0*0* . • • = J* 


9.® en supposant n do la forme 8x -h 3, 

0îA 0»/i'- • •= 0*0*' • . • = J, 0**0**'- • • = 0/|0A’ • • = 1* 

3® en supposant n divisible par 4 ou par 8. 

0 J A 0t A' . . . 0j * 0**' • • • • 

Donc les formules (43) et (44) donneront : 1“ si n est de la forme 
8x H- 7» 

(46) P = l, Q=J, ^ | =j; 

2° si n est de la forme 8x -h 3, 

I* J* P I* 

(47) P = 7' Q = t’ ÿ = Jî> 

3® si n est divisible par 4 ou par 8, 

P _1* 


(48) 
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Concevons maintenant que, parmi les entiers premiers à n, mais infé- 
rieurs à ^/i, on distingue ceux qui appartiennent au groupe 
/i, A', A', 

et dont le nombre sera désigné par i, les autres, dont le nombre sera 
désigné par j\ formant une partie du groupe 

k, k\ k% .... 

On aura évidemment 

^ . . N 

(49) 

et, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait 
usage pour établir les formules (32), on trouvera, eu égard à l’équa- 
tion (45), 

(50) 


U, V, désignant des produits composés de facteurs de la forme 

K/,/', 


dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, /' tous, deux 
inférieurs à /i, et leur somme /-h/' renfermée entre les limites /i, in. 
Or, les formules (32) et (5o) donneront 


(5.) 


1 r J' 



D’autre part, si l’on désigne par 

^1» 

comme dans la Note précédente, une quantité qui acquière la valeur 
~ I ou I ou O, 

suivant qu'on aura 

H=- ““ [^]=’ 


ou 


/ISO (mod.a), 
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les formules (46)» (47). (48) donneront 

P I* 

(5.) ?J = Jî’ 

la valeur de e étant 


(53) 

Ola posé, les formules (5i) et (^ 2 ) donneront 
F** U* 


ou, ce qui revient au même, 

(54) 

et par suite 

(55) pt(f-it) -m FHV*= 

m étant un nombre entier quelconque. 

Imaginons maintenant qu*on remplace p par r dans les deux mem- 
bres de la formule ( 55), et soient 

t), <? 

ce que deviennent alors U, Les quantités f), <? seront non seulement 
entières, mais premières à/? aussi bien que ^f, (J; et de même que les 
équations (T3) entraînent les formules (38), de même la formule (55) 
entraînera la suivante : 

(56) Ç)I ( ,nod. p). 

Or, dans la formule (5(3), comme dans chacune des formules (38), les 
deux exposants de/v ne peuvent s’évanouir l’un sans l’autre ; et, puis- 
qu’on peut réduire l’un d’eux à zéro, en prenant pour m le plus petit 
des nombres 

<■ -y. 


il faudra que ces deux nombres soient égaux et qu’on ait 

(57) i-j = z{f-g)x 
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par conséquont 

m /-g=‘^ 

D*aiIIeurs e, toujours positif, se réduit à 

I, 3 ou 3, 
suivant que n est de la forme 

4x4-3, 4x4-1 ou 4x, 

et, en vertu de ce qui a été dit dans la Note précédente, la différence 
< — y, quand elle ne s’évanouit pas, est toujours positive. Donc, la dif- 
férence /—g ne pourra jamais devenir néjçative, et l’équation (4i) 
donnera toujours 

(59) P=/-g=‘^- 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème, — Le degré n <le l’équation binôme 

./•«= I, 

dont P désigne une racine primitive, et la somme alternée 

(0 — P* H pA -h p'*’ -h. . P*— P*’ — p^'. . . 

étant supposés tels qu’on ait 

si les exposants de p premiers à n, mais inférieurs à ^ «, se trouvent en 
nombre égal à i dans le groupe 

h, h\ h\ . . . , 

et en nombre égal à y dans le groupe 

k, k\ k\ . 

on pourra satisfaire, par des valeurs entières de .r, j, a l’équation 

4/#= j?»4- «/*, 
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pourvu qu’on prenne 

y, 

quand n sera de la forme 8x -h 7 ; 



quand n, sans èlrc égal à v3, sera de la forme 8x + 3 ; et 




* —y 
— > 
a 


quand n, sans être égal à 4« sera divisible par 4 ou par 8. Si /ise rédui- 
sait à l’un des nombres 3, 4* alors (en vertu de ce qui a été dit dans la 
Note IV) on aurait simplement 




Pour vérifier l’exactitude du théorème qui précède, dans le cas par- 
ticulier où l’on prend pour /i un des nombres 3, 4. il suffit d’observer 
que l’équation 

4 /> = O?* 4- «jr*» 

réduite alors à la forme 


ou à la forme 


— 3/S 


4 />=«*+ 4 /* 



coïncidera, pour /i = 3, avec la formule (iio) de la page iG3, quand 
on posera .r = A, v = B, et pour w = 4» avec la formule (93) de la 
page i53, quand on posera ;r = 2A,/ — B. 

Si, dans le théorème qui précède, nous n’avons pas fait une mention 
spéciale du cas où l’on aurait 

n = 8, (O* = — 8, (D TH P 4- P* — P® — pS 

et où la condition (lu) cesserait d’être vérifiée, c’est qu’en vertu des 
principes établis dans la Note III on peut encore, dans ce cas, résoudre 
en nombres entiers l’équation (29), en prenant {jl = i, et que cette 
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dernière valeur de [a est comprise dans la formule 



m 


En effet, dans le cas dont il s*agit, Téqiiation (üç)) réduite à 

4/01^= O?» 4- 8/*, 

ou, ce qui revient au même, k 

Z”*- (j)’+ v. 

coïncide avec la formule (io3) de la page 109, quand on pose 

ir — 2A, 

et, comme alors aussi Ton trouve 


on en conclut 


1 = a, y = O, 



'4 


Il nous reste à indiquer une méthode à l’aide de laquelle on peut 
faciliter le calcul des valeurs do x, y qui sont propres à résoudre 
l’équation (i). 

L’exposant u. étant supposé plus grand que zéro, ainsi que i —y, la 
différence /^g sera elle-même supérieure à zéro, et, en vertu des 
équations 

les formules (38), (56) pourront être réduites aux suivantes : 

(60) jr-hyè-^o, x— (mo(!./>), 

(tîi) (1)"^ (mo(L/^). 

Or, les formules (60) donneront 
(Ga) d:=2 — 


(mod./»), 
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et il est clair que cette dernière équation fournira iminédiatemcnt le 
reste de la division de x et de y par /?, ce qui facilitera le calcul des 
valeurs de r, y et suffira même à la détermination de ces valeurs, dans 
tous les cas où elles devront être, abstraction faite des signes, infé- 
rieures h Quant à la détermination des quantités é, (/, ou ü, v>, elle 

s’effectuera sans difficulté. En effet, en vertu des principes établis dans 
la Note V (p. 196 et suivantes), pour déduire S de F, et c,’ de G, il suf- 
fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, ou, ce 
qui revient au même, de remplacer chaque facteur de la forme 

R/,/. 


pai; une quantité entière équivalente, au signe près, à 


la valeur de JI/,/- étant donnée par la formule 
I .a. 3 . . .(/ 4- 


(63) 




1 .a.3. . .Im. I .a. 3. . A'i 


La formule (62) n’est pas applicable aux cas où n se réduit à l’un 
<les nombres 3 , !\, 8 et doit alors être remplacée par celles que nous 
allons indiquer. 

Les valeurs de P, Q, fournies par les équations (/r-î)» sont évidem- 
ment, ainsi que 1 , J, des fonctions symétriques, d’une part, des racines 
primitives 

P*, p'*', p'*", 

et, d’autre part, des racines primitives 

p^, P*', P*', .... 

Donc la somme P + Q sera, comme Ih-J, une fonction symétrique 
des diverses racines primitives de l’équation (i), et la différence P — Q 
sera, comme F — J, une fonction alternée de ces mêmes racines; d’où 
il résulte qu’on pourra aux équations (8) joindre encore celles-ci 


( 64 ) 


P-hQ = 3l, P-Q = ÎJ(0, 
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51, lu désignant des quantités entières. Cela posé on tirera, des for- 
mules ( 4 .^) et ((>4), 

aP = a-h*(0, aQ=:3l — «(O, 

/,PQ = a*— »»(»*, 

N 

4/9*= a*— B»®*; 

et par suite, si la condition 

(0»= — « 

est vérifiée, on trouvera 

(65) 4/9*= a*-»- «B*. 

Or si Ton substitue l’équation ((>5) et les formules (iio) à l’équation (20 ) 
et aux formules (32), alors, par des raisonnements semblables à ceux 
dont nous nous sommes servis pour établir le théorème énoncé plus 
haut et la formule (Ga), on prouvera qu’on peut satisfaire à l’équation 

4/>l‘=a:*4- rtj*, 

en posant généralement 

et prenant, pour æ?, v, certains nombres entiers qui vérifieront la 
condition 

(66) Kos— (mod./ü). 

Considérons en particulier le cas où l’on a « = 3. On trouvera, dans 
ce cas, 

(0 = p-p*, 

A = I , A = i, 1 = 1, J — Of i —J - I , 

Pr:R,.„ 

U = o, V=R,,„ 
et par suite on pourra prendre 

t) = o, x>=— n,.,. 


OEwres de C. — S. I, t. III. 
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Donc , P étant un nombre premier de la forme 3x h- i, on pourra tou- 
jours satisfaire à l’équation 

(67) 4/> = 3y*, 

en prenant pour æ?, y des nombres entiers qui vérifient la condition 
x= — = — n,,t. 


Il importe d’observer que, dans cette dernière formule, la valeur de 
II,., sera 

JJ _ I .a. 3 . ..2m _ (BT t- 1). . .ap 
— (I .2. . .BT)* ~ I . 2 . . .BT * 

la valeur de m étant 
et que d’ailleurs on aura 

3 s r — r*, 

r étant une racine primitive de l’équivalence 
a?’=i (mo(l./>); 

r (morl./r), 


par conséquent 


t étant une racine primitive de l’équivalence 

(mod./o). 

Cela posé, en ayant égard à la formule 
3 *=- 3 , 

de laquelle on tire 

• 3 

I -“ 3 ’ 

on trouvera 

J7S — It,,„ |ll,,,3 (mod./ 2 ). 


D’autre part, comme on aura, en vertu de l’équation ( 67 ), 

les valeurs numériques de r, y seront respectivement inférieures aux 
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nombres 



dont le second an moins restera inférieur à ^ pour une valeur de p 
égale ou supérieure à 7 ; le premier remplissant lui-inème cette condi- 
tion dès qu’on supposera p supérieur à 16, par conséquent à 7 et 
à i 3 . Donc les formules (6H), ou au moins la seconde d’entre elles, 
fourniront immédiatement la résolution en nombres entiers de l’équa- 
tion (()7). On trouvera, par exemple, pour/» = 7, 


n,,,= 


iiA 

I .3 


6; 


et comme 3 étant une racine primitive de l’équivaienco 

(mod.7), 


on pourra prendre 


rs 3 *=:a (mod. 7); 


par conséquent 

dssâr — — 4“ — * (•uod,7), 

les formules (68) donneront 

— 6 = 1, /?:=4 =— 3 (mod.7). 

On a effectivement 

4.7~i*-t-3.3*. 

Prenons encore /» = i 3 . On trouvera 


ro=4. n,.,- 


5.6. 7. 8 

. - / — — nO! 


= 70; 


l.a.3.4 ■ 

et comme 3 étant une racine primitive de l’équivalence 

(inod. i 3), 

on pourra prendre 

r^ 3 *= 3 , 3^/* — r*s 3 — 9 = — 6 (mod.iS), 

les formules (68) donneront 

/r = — 70 ^ — 5 , ^ I O — 3 ( inod. 1 3 ). 
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On a effectivement 

4.7 = 5* 3.3*. 

U valeur numérique de x remplit déjà, comme on le voit, pour les 
valeurs 7 et i3 du nombre^, la condition d’étre inférieure à ~^p. Donc, 

d’après ce qui a été dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem- 
plie et, pour résoudre en nombres entiers l’équation (67), il suffira, 
dans tous les cas, de recourir à la première des équations (68). On 
trouvera, par exemple, pour p = 19, 

II|.i = ^ ^ J* 7. 1 I . I a = 12 (lllOli. 19), 

.«liilass — 7 (inod. 19), 

.r=~7. 

On a effectivement 

/,..9 = 7* + 3.3*. 

Dans les exemples précédents, la valeur do y est constamment divi- 
sible par 3. On peut démontrer qu’il en sera toujours ainsi (voir les 
numéros des Comptes rendus des séances de C Académie des Sciences, pour 
Vannée i84o). 

Les formules (68), jointes à la remarque que nous venons de faire, 
comprennent l’un des théorèmes énoncés par M. Jacobi en 1827, dans 
un .Mémoire qui a pour titre De résidais cubicis commenlcuio numerosa 
(voir le Journal de M. Crelte^ de 1827). 

Au reste, après avoir résolu l’équation (67) à l’aide des formules (68), 
on pourra toujours obtenir immédiatement deux autres solutions de la 
même équation, en ayant recours à la formule 

4P=.>+ ir-- 

On trouvera par exemple 

4. 7- I H-3.3‘ = 5*+3.i*=4‘+3.a*, 

4.i3 = 3* + 3.3*=7»-+-3.i*=:a*-^3.4‘, 
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Considérons maintenant le cas où Ton a n = 4 . On trouvera dans ce 


C0 = p-p», 

A — r, A:~ 3 , 1 = 1, J — O, 1— y~i, 

QrrR,.,. 

U=rU..., V = H,.„ 

et, par suite, on pourra prendre 

ti = i, 

Donc, P étant un nombre premier de la forme 4^* -h i, on pourra tou- 
jours satisfaire à réquation 

(69) 4/9 = .2?*-4-4yr». 

en prenant pour a?, y des nombres entiers qui vérifient la condition 

n,,t. 

Dans cette dernière formule, la valeur de IT,., sera 


n,., 

la valeur de w étant 
et l’on aura d’ailleurs 


I . a . 3 . . . ST (bt -+• i). . .scj 

( I . a . . . sy »* ”* I . a ... SI 



r étant une racine primitive de (’équatioii 

(mo(l.;E>), 

en sorte qu’on pourra prendre 

rz=t^, 


t étant ce qu’on nomme une rctcine primitive du nombre yr, c’est-à-dire 
une racine primitive de l’équation 

07/'-':= I (mod./r). 
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Gela posé, en ayant égard à la formule 

(mod./»), 

de laquelle on tire 

I d 

1^-4* 

on trouvera 

(70) y = -,in,.,a (mod./>). 

D*ailleurs, pour que Tequation ( 6 g) soit vérifiée, il est nécessaire que 
æ soit un nombre pair; et alors, en écrivant •2x au lieu de æ, dans cette 
même équation, on obtient la suivante 

(71) 

à laquelle on devra satisfaire par des valeurs de propres à vérifier 
les formules 

(7a) xss— ^n,,„ 

D’autre part, comme, en vertu de l’équation (71), les quantités x, y 
devront offrir des carrés inférieurs à /i, et des valeurs numériques 

inférieures à />*, par conséquent à 



attendu que au moins égal à 5 , vérifîera la condition 2; il est 
clair qu’à l’aide des formules (72), ou seulement de la première de ces 
formules, on pourra déterminer complètement les valeurs entières de 
Xy y qui vérifieront la formule (11). On trouvera par exemple, pour 

p — ^ lï 

® = n,,,=a, 

x^—\ (mod.5), 

arrr — i. 


On a en effet 


5 = i*-f- a*. 
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Prenons encore /) = i 3 , on trouvera 


m 3, 


On a en effet 


„ ^, 5 ,^ 

TZTTZrj ~ (mod. i3). 
a?^s--iob=3 (tnod.iS), 
jï = 3, 


r 3 =: 3 *-+-a*. 


M 5 


Prenons encore /j= ly; on trouvera 

, „ 5 . 6. 7 . 8 . 

w = 4 , n,,,= =-^-*- 7 == 7 «» 

jrs — I (mod. 17), 

X—— 1 . 

On a en effet 

i7 = i*h-4*. 


(mod. 17), 


Prenons entin p = 29. On trouvera 


w = 7 » 


Ui.t = 


8.9. 10. I i . la. i 3 . i 4 
I. a. 3 . 4. 5 . 6 . 7 


D’ailleurs, il ne sera pas nécessaire de calculer la valeur exacte delT,,,, 
et l’on pourra se borner à déterminer, par l’une des méthodes exposées 
dans la Note V, une quantité équivalente à IT,,,, suivant le module 29. 
Cette quantité sera immédiatement tburiiie par le tableau de la 
page 209, et se réduira au nombre 10, renfermé dans les deux colonnes 
horizontale et verticale dont les premières cases offrent le nombre 7. 
On aura donc 

n,,,^io (mod. 99), 

= — 5 (mod. 39), 

x= — 5 . 

On trouve en effet 

39 5 * 4 - a*. 


La première des formules (7.3) fournit précisément le beau théorème 
énoncé par M. Gauss, et relatif à la résolution de l’équation (71) en 
nombres entiers. 

Il est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose, comme on 
vient de le faire. 
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Téqualion connue 

i.3.3...(/? — 1)^—1 (mod./[>) 

donne 

(1.2.3. . .2®)*= — I. 

Donc alors on vérifie la formule 


en prenant 


3*^-4, 

3 = 3(l .2.3. . .2®), 


et la seconde des formules (72) peut être réduite à 


Ainsi, par exemple, on trouvera, pour p = 5, 

y = — 2 (müd.5), 


par conséquent 
pour P = I J, 

T' = — 3.4.5. . . 6 n,.|S 4 H,,,~ 8 o = 3 (mod.i 3 ), 

/:-:3, 

(ionsidéroiis maintenant le cas où Ton a /i — 8, 

(O = p -h P*— P*— p’. 

Dans ce cas, on ne peut plus se servir ni de la formule ((ii), ni de la 
formule (fifi). .Mais les équations (7) donnent 

I = 0,e,= R,.,e„ J ^ R, 

et les coefficients de dans ces lormiiles, savoir : 

Rl,H R*. 7 » 


représentent des fonctions symétriques des racines primitives 


ou P*, p’. 


Ri.*-+- R »,7 


Par suite, la somme 


p, P> 



et la différence 
seront de la forme 
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lli,*"t” Hi, 7 — A» tt|,j — Es.i — Bcô, 

A, B désignant des quantités entières ; et, comme on aura d’autre part 

on trouvera définitivement 


4/»-A*~ B*(0»î 

puis, en ayant égard à la formule 

(»*.— — 8, 


on en conclura 


4/> = A»-t-8B*. 

Dans cette dernière équation, A sera nécessairement pair, et en posant 


A — a X, B /, 

on la verra se réduire à 

(-3) /> = x*4-ay*. 


Ajoutons que, si l’on remplace p par r dans les deux formules 
«,,, K5.7= au;, R,.,- R, .7 

on devray remplacera) par o; et comme alors R,.j se trouvera remplacé 
par zéro, et R3 ,t par 

— Bi,!, 

on aura définitivement 


a.ï? = — — 

Donc, en ayant égard à la formule 

= — 8 (mo<J./»), 


de laquelle on tire 

I (mod./9). 


OEuvret de C- S. I, t. III. 
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on trouvera 

( 74 ) = (mod./))» 


la valeur de II|,, étant donnée par Téquation 

H _ I .a. 3. . __ (Zm -t- 1 ). . . 4 ^ 

(i.a.,.aj)(i.a...3®) ” i.a...® * 

et la valeur de ta étant 




Quant à la valeur de elle sera 

— /••—/•’ (inod./>) 

r étant une racine primitive de l’équivalence 

(iiiod./>) 


en sorte qu’on pourra prendre 

rsâi^ (niod.p), 
t étant une racine primitive de l’équivalence 
= i (inod./>). 

Les formules (74) siifliront à la détermination complète des valeurs 
de Vf y qui vérifieront l’équation (73), attendu que ces valeurs devront 

étre« l'une et l’autre, inférieures, abstraction faite des signes, k p*f et à 
plus forte raison à ^p. On pourra même se borner à déterminer la valeur 

de a}f à l’aide de la première des formules (74)* Ûn trouvera, par 
exemple, pour p — 17, 

Bj “ a, = a8, 

jf:s~i 4«3 (inod. 17 ), 

x = Z. 


On auraeirectivement 


7 =3*-»- a. a*. 
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On trouvera pareillement, pour =4i, 

ai = 5, ==:i5.iy.3.i9s-.6 (mod.^i), 

ars — 3 (mod.^Oi 

ar = — 3. 

On a effectivement 


4i = 3*4-a.4*, 


La première des formules (74) fournit un théorème donné par 
M. Jacobi, en i838, dans les Comptes rendus des séances de t Académie 
de Berlin. 

Revenons maintenant au cas général où n désigne un entier qui 
vérifie la condition 

sans toutefois se réduire à Turi des trois nombres 
a» 4> 8. 

Alors les valeurs entières de .r,y, propres à résoudre féquation 

4^1*= a?* -H n/*, 

vérifieront la formule (62) ; et, comme on aura d’ailleurs 
— rt (inod./7), 

par conséquent 

5= — ^ (mod./?), 

on trouvera 

(75) (»"od.p). 

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que, dans la formule 
4/)!*’ = 

le second membre devra être pair tout comme le premier, et qu’en 
conséquence les deux termes 


x*, ny* 
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seront tous deux pairs ou tous deux impairs. Donc, si n est impair, les 
deux carrés 

y* 


seront en même temps pairs ou impairs. D'ailleurs, si les carrés a?**, j'* 
sont tous deux impairs, chacun, divisé par 8, donnera i pour reste, et 
par suite la formule 

donnera 

(mod.8), 


ou, ce qui revient au même, 

(76) « 33 3 (mod.8). 

Donc, si /I, supposé impair, et de la forme 4xh- 3 afin qu'on ait 
— n, ne vérifie pas la condition (76), c’est-à-dire, en d’autres 
termes, si l’on a 


(77) ««7 (1110(1.8), 

seront pairs l’un et l’autre. Alors, en écrivant 2X au lieu de .r, et 
2/ au lieu de v, on obtiendra, au lieu de l’équation (29), la suivante 

(78) pV-=a;*-h ny*, 

à laquelle on satisfera par des valeurs entières de a?, 7, qui vérifieront 
les conditions 

(79) *=îf’ 


Enfin, si n est un nombre pair, divisible par 4 ou par 8, il est clair 
que, dans l’équation 

l\pv-— - 4 - «/*, 

3 c Itii-inême devra être pair. Alors, en écrivant 2a; au lieu de on verra 
cette équation se réduire à la suivante 

(80) ^1*" 47» 4- y J*, 

et l’on pourra satisfaire à cette dernière par des valeurs entières 
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de qui vérifieront les conditions 

(8i) •>' = ;? (mod./>). 

Pour montrer quelques applications des formules qui précédent, 
prenons d’abord pour n les nombres premiers qui, étant de la forme 
4 x-f- 3 , et supérieurs à 3 , restent inférieurs à loo. Parmi ces nombres 
premiers, les uns, savoir 

II, 19, 43 , 59, 67, 83, 

seront de la forme 8x -f- 3 , les autres, savoir 

7, a3, 3i, 47* 7'» 79» 

seront de la forme 8x4-7; P^“** chacun d’eux, on obtiendra facile- 

ment les valeurs des résidus quadratiques 

A, A', A', ... 

en cherchant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des 
nombres 

I, 9 , 3, ..., n — I, 

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ainsi, par exemple, 
comme, pour./} = 7, les indices des nombres 

1 , 9 , 3, 4. 5, 6 
sont dans ces mêmes Tables 

O, 3 , I, 4 » 5, 3 

on trouvera, pour n = 7, 

A = i, A'r=3, A"- 4, 

(0 = jS + P* -{- P* — P» ~ P* — p«. 

Kn opérant de la même manière pour les diverses valeurs de /i, 011 
reconnaîtra que les quantités A, A', 4 ",... inférieures ou supérieures 
à le nombre 1 ou y des unes ou des autres, et la différence 1 - y sont 
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re&pectivemeni, pour 


1 * 4 , 5 , 6, 7,9 j 

ji, 16,17 \j 

i,a, $,4,6,8,9 I 

i 3 ,i 3 . 16, 18 (; 

1*2*4,6,7,8,9,10,14, j 

i^i8,i9,ao,a5,98 ' j 

1,4,6,9,10,11,13, 14,15,16,17,91, i 

93 , 94, 95 , 3 i, 35 , 36 , 38 , 4 o, 4 ' . I y 

1,9, 3, 4, B, 7, 8,9, 19, i4, 16, 17, 18,91, i 

94,95,97,9^9*34*36,37,49 ) 

1 . 3 . 4 . 5 . 7. 9. 19, i 5 , 16, 17, 19, 90, 91, 99, 95, 96, 97, 98, 99, j 

35 , 36 , 41 , 46 * 46 * 48 * 49 . 51 * 53,57 ( 

1 . 4 . 6. 9. 10, i 4 , i 5 , 16, 17, 19, 91, 99, 93, 94, 95, 96, 99, 33 , I 

35 . 36 . 37. 39. 4 0, 47* 49 * 54, 55 , 56 , 59, 60, 69, 64 . 65 I 

1 . 9. 3 . 4 . 5 . 6. 8. 9. 10. 19, i 5 , 1 8, 19, 90, 94, 95, 96, 97, 99, 3 o, Sa, { 

36 . 37. 38 . 4 0, 43, 45, 48 , 49. 5 o, 54 , 07, 58 . fîo, 64 | y 

1.9.4.5.8.9.10, Ii,i 3 .i 6 ,i 8 , 19,90,91, 99,93,95,96.31,39.36,38, \ i 

4 o, 49, 44 , 45, 46 , 49 , 5 o, 5 i, 59, 55 . 69, 64 , 65 , 67, 79. 74, 76 î y 

1 , 3, 4, 7, 9, 10, 1 1, 1 9, 16, 17, 9 1 , 93, 95, 96, 97, 98, 99, 3 o, 3 1 , 33 , 36 , 37, 38 , 4 o, 4 1 , i 1 
44 , 48, 49, 5 i , 59, 6i , 63 , 64 , 65 , 69, 70, 76, 77, 78, 8i j j 

Donc les valeurs de 

f*=i~y. 

qui perinetlront toujours de résoudre en nombres entiers leqiialion 



~y'=l, 


~y=3, 

(.•=S 1 

-y-:3, 

îy=3 i 

ISi i' 

->=3, 

lï! 1 

~y=3, 

( 1 - Il / 

l;=!i i 

“'y =3. 

i;ÿi 

y.-: 5 . 

j 1 = 19 i 

l/r iu i 

y-o- 

ir-.Sj 


1 j r. «5 \ 

J - J, 

{ 1 


Iy --i 4 ‘ 

/“T' 

1 1=91 1 


iyri:i 

-y - 5, 

, l i=i5 i 
|y::.6Î 

■ /"9* 


seront respectivement : 

Pour 

et les valeurs de 


fl =7, a3. 3i, 47. 7'« 79» 
pni, 3, 3, 5, 7, 5; 


qui permettront toujours de résoudre en nombres entiers Inéquation 



NOTE XIJI. 


433 


seront respectivement : 

Pour n = u, 19, 43, 59, 67, 83, 

IJL= 1 , I, I, 3, i, 3. 

De plus, on aura, pour /i = 7 , 

j=e.e.e,=,^, 

OU, ce qui revient au même, 

l=pRi.i=p‘g^* J=:/>Rm» 

/=a, ^ = 1 , /— 

F = i, G = R,,,; 

et par suite, on pourra prendre 

^•= 1 , Çz=: — n,.,. 

Donc, en vertu des formules ( 79 ), on pourra satisfaire à l'équation 

(8a) /»=:â7* + 7 y«, 

par des valeurs entières de qui vérifieront les conditions 

(83) « = — 'Ri.tt — 74®’’* («nod./»), 

la valeur de II,,, étant donnée par la formule 

n - t .a.3. . .3m __ (aar + 1 ). . .3gy 

(I .a. . .w) (1 .a. . .aro) 1 . 3 . ..bt ' 

dans laquelle on aura 

7 

et la valeur de S par la formule 

3 = /•-»- r*-+- r* — /•• — /•• — r*, 
dans laquelle r sera une racine primitive de l’équation 


I 


(mod./>), 
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m 

en sorte qu’on pourra supposer 




t étant une racine de c’est-à-dire une racine primitive de l’équiva- 
lence 

(rnod.jp). 


On trouvera, par exemple, poiir/>= 29, 


4 , n,.,. 


I . a . 3 . . . I g 9. 10. 1 1 . M 

( 1 .a.3.4) (I .2.3. . .8) “ i.a. 3.4 

a:= — I (mu(l.a9), 

J? =— I. 


= 9.5.11^3 (inocl.a9), 


On a en effet 


ag = I -H 7 . a*. 


Au reste, la quantité 2, qui, dans cet exemple, est équivalente à IT,,„ 
suivant le module 29, se trouve immédiatement fournie par le tableau 
de la page 209, et se réduit, comme on devait s’y attendre, à celle que 
renferment à la fois les deux colonnes horizontale et verticale dont les 
premières cases contiennent les deux nombres 

bt = 4 i a® = 8. 

M. Jacobi, dans son Mémoire de 1827, avait déjà indiqué les for- 
mules (83) comme pouvant servir à la résolution de l’équation (82). 
pour arriver à ces formules et à d’autres semblables, il avait suivi une 
marche analogue à celle par laquelle M. Gauss lui-même a établi la 
première des formules (72), et il avait eu recours, nous a-t-il dit, à 
des considérations qui ne diffèrent pas de celles que j’ai exposées dans 
le HuUetin des Sciences de 1829, c'est-h-dire à la considération des 
fonctions ci-dessus désignées par 0^, 0;^, 0^, . . . . 

Si, au lieu de supposer /i = 7, on prend successivement pour n les 
nombres premiers 

II, 19, 43, '67, 

pour lesquels on a aussi (x = i, il suffira de recourir aux formules (75), 
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ou du moins à la seconde d’entre elles, pour déterminer complètement 
les valeurs de a?, ^ propres à vérifier l’équation 


kp =:ar*-h«y*. 

D’ailleurs, on trouvera, pour « = 1 1, 

“ D|j,4,ï, 0 =■ Dl+8*-i,» R|-,-8-4-*-f-5,9, 

^ D,oj, 7.I,8= 1^10, •DlO-t-t.'fDiA 11^7, «R|0+847-I-A.8: 


par conséquent 

ir%— 

«10.8 «7,7 

«8, s 

/=r3, i.=». 

f = Rm. r, = n,.,.R,,„ 

et l’on pourra prendre 

— 1^3,0, Tr; n|,3llv.i. 

Donc, en vertu des formules (75), lorsque p divisé par ii donnera 
pour reste runité, on pourra satisfaire à l’équation 

8-1) l\p 


par des valeurs de .r, y propres à vérifier les conditions 


(85) 


X 


Ki ,3 lïo.i 

“ïn7 


1 if..8n,.o 
« ' H*,» 


les valeurs de II,.,, II* D,,* étant données par les formules 

,, _ (3ro-Hi)..,4By „ (4 bj +- 1 ). . .8ro r6ro -f- 1 ). . .8hj 

«1.3 — . ' _ - > •«»,* ; » Ut.6~ 

I.a... 4 TiJ *’ l. 3 ...! 86 T 


dâns lesquelles on aura 
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Si, par exemple, on suppose p = 23, on trouvera 


BT ~ a, 


n — 


n,,,s a8 = O, 


„ 9.io.ii.ia.i3.i4.i5.i6 „ i3.i4.i5.i6 

— mroTs — *. ”ï:a.3.4"^ 

n,,4»9. 10.11 .i3 ^ — 10, i3. i4< 10 5 3, 

(mod.a3). 


JC 5 


5o 37 


— 9 


<mod.a3). 


Le carré de æ?* devant d’ailleurs être inférieur à 4*?3 = 92 , on ne peut 
supposer que 

Æ?=— 9 . 


On pourrait opérer de la même manière pour les trois valeurs de n 
représentées par 

19, 43, 67. 


Mais il est bon d’observer que chacune d’elles, divisée par 3, donne 
I pour reste. Or, quand cette condition est remplie, ou, ce qui revient 
au même, quand, n étant premier, /i — 1 est divisible par 3, on peut 
ajouter, trois à trois, les nombres renfermés dans chacun des groupes 

/t, A', ... et /, A', X' 


de manière à obtenir des sommes divisibles par/î. En effet, soit s une 
racine primitive de l’équivalence 

(mod. /<). 

Les nombres renfermés dans le groupe 

A-, A', A', ... 

seront équivalents, suivant le module /i, aux divers termes de la pro- 
gression géométrique 

I , . S \ .V», . . . , s" •, 


et les nombres renfermés dans le groupe 
A*, A-', k\ .. 
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aux divers termes de la prugression géométrique 

.ï, .ï*, .... 

Gomme on trouvera d’ailleurs, en supposant n — i divisible par 3, 

ÎLiii * — s»—* I 

-hi * —“Tri (rnod./t), 

s * 


il est clair que, dans cette hypothèse, on aura 


A -H /i' 4- O 

(mod.n), 

si l’on prend 


A s 5'", A'=:;S * 


m étant un nombre pair, et 


k 4- k' 4- A ' ^ O 

(mod./0< 

si l’on prend 

k=ss"*, 



m étant un nombre impair. Par suite, chacune des fonctions représen- 
tées précédemment par I, J pourra être censée résulter de la multipli- 
cation de divers produits de la forme 

0/0/>0/-, 

dans chacun desquels on aura 

/^7 /'-f- (inorl./i)- 
Or, on trouvera sous cette condition 

“/+/• 

/, l' pouvant être deux quelconques des trois nombres 

A l', 

par exemple les deux plus petits, lorsqu’on aura 
/ -t- /'-t- r /I, 
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et les deux plus grands lorsqu'on aura 

t>^r AH . 

Donc, dans l’hypothèse admise, chacune des fonctions 

1, J 

pourra être censée résulter de la multiplication de facteurs de la 
forme 

pKi, 

ce qui permettra de calculer facilement les valeurs de ê* (j. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’on ait n = 19. Alors, si l’on 
prend s = 10, les nombres qui, étant inférieurs à 19, seront équiva- 
lents, suivant le module 19, aux quantités 

I , .ç, S*y JS*, s\ JS®, 

5*, JS^, S*, .S®, JS*®, (S**, 

s*», JS«», gtt^ gts^ 

c'est-à-dire les nombres correspondant aux indices 
O, I, a, 3, 4> 5» 

6, 7, 8. {), JO, II, 

13, i3, i4, i5, 16, 17, 

seront respectivement ceux qui se trouveront contenus dans les trois 
premières lignes horizontales du tableau 

% 

I, 10, 5, 13, 0, 3, 

II, i5, 17, 18, 9, i4, 

7, i3, 16, 8, 4, 3, 

19, 38, 38. 38, 19, 19; 

les trois nombres renfermés dans une même colonne verticale pouvant 
être censés représenter trois valeurs correspondantes de /, /', l\ dont 
la somme 

toujours égale soit à 19, soit à 2/1 = 38 , se trouve placée au-dessous 
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de ces trois nombres, dans la quatrième ligne horizontale. Donc, 
n étant égal à 19, I pourra être censé résulter de la multiplication des 
trois produits 

010 |, 07 — 0«0|7 0i«-~'/’BiS,lT, 0«0*0* — 

et J de la multiplication des trois produits 

0io0i«Bu=: 0i]0tt®i~/^Rti,tti Ba0it0* 


et l’on aura 

J =;/>*Ria,i8Ru.i«Rj.» 

••««.17 

^' = 4, P, 

en sorte qu’on pourra prendre 

ffm: — IIj,*, Ç| n,jn4.». 

Donc, en vertu des tbrmuleâ (75), lorsque />, divisé par 19, donnera 
pour reste l’unité, on pourra satisfaire à l'équation 

(87) 4yt>=: ig v*. 


par des valeurs entières de a;,/, qui vérifieront les conditions 


( 88 ) 


X 


n,.7n4.. 

it*,» ’ 


y 


5 Hi,,!!, ., 

ll,.« 


(uiod p].* 


On peut remarquer qu’en vertu des formules (88) la quantité x est 
équivalente, au signe près, suivant le module/», au rapport 


dont le numérateur et le dénominateur ont pour facteurs les trois 
valeurs de 

.correspondant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui 
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offrent des valeurs de /, t ' dont la somme est /i = 19 ; chaque valeur 

de 

n,.„ 

devant être considérée comme facteur du numérateur ou du dénomi- 
nateur, suivant qu’elle correspond à une colonne verticale de rang 
impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait 
arriver ainsi. Kn effet, soient/, Z', /"trois nombres renfermés dans l’une 
des colonnes verticales, au bas desquelles se trouve placée la somme 
n ~ 19. Si la colonne dont il s’agit est de rang impair, ces trois nombres 
correspondront à des indices pairs, et par suite 


sera l'un des facteurs de 1 . Si, au contraire, la colonne dont il s’agit est 
de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquelle 
on lira la somme 2/t = 38 , renfermera les trois nombres 


et par suite 




sera l’un des facteurs de I. Donc, dans le premier cas, sera un 

facteur de G, et - II// un facteur de ç. tandis que, dans le second cas, 
/' sera un facteur de F, et — 11 // un facteur de i. On peut ajouter 
qu’à toute colonne de rang impair, terminée par la somme 2/1 = 38 , 
correspondra une colonne de rang pair, terminée par la somme /i= 19. 
Donc, pour obtenir tous les facteurs de i et de g, il suffira de consi- 
dérer les colonnes terminées par la somme n = 19; et chacune de ces 
colonnes fournira un facteur de la forme 


-H,,, 

soit au numérateur, soit au dénominateur du rapport suivant qu’elle 
sera de rang impair ou de rang pair. 

La remarque que nous venons de faire donne le moyen d'appliquer 
facilement les formules (yS) aux cas où n se réduit à l’un des^ 
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nombres 43, 67; et d’abord, si l’on suppose /i— 43, 28, alors, 

en vertu des tables construites parM. Jacobi, les nombres inférieurs 
à /t — I et équivalents aux quantités 

c’est-à-dire les nombres correspondant aux indices 


0, I, 

3, 3, 

4, 

5, 

6, 

7» 

8, 

9» 

10, 

II, 13, l3. 

i4, |5, 

16, 17, 

18, 

•9. 

30, 

31, 

33, 

33, 

34, 

35, 36, 37, 

38, 39, 

3o, 3i, 

33, 

33, 

34. 

35, 

36, 

37, 

38, 

39 , 4o, 4i, 


seront ceux que renferment les trois premières lignes horizontales du 
tableau 

I I, a8, fo, aa, i 4 , 5 , ii, 7, a 4 , 37, a 5 , la, 35 , 34 , 

39, 17, 3 , 4 >, 3 o, a 3 , 4 '*, iS, ^^ 3 , ai, 39, 38 , 3 a, 

36 , 19, 16, 18, 3 i, 8, 9, 37, 4 , 36, 4 o, 3, i 3 , ao, 

43, 86, 43, 86, & 86, 86, 86. 43, 86. 

les trois nombres renfermés dans une même colonne verticale pouvant 
être censés représenter trois valeurs correspondantes de 

f, P, l”, 

dont la somme n ^ 43, ou 2/? — 8ü se trouve placée, dans la quatrième 
ligne horizontale, au-dessous de ces trois nombres. Cela posé, les 
valeurs de 

correspondant à des colonnes terminées inférieurement par la 
somme 43, seront 

Uto,!*» Hj,*, n,,(i, II;, , 8 , lll.lli 

et parmi ces valeurs, quatre, savoir 

W|,«, lllO.H, 119,11, n*,!#, 

correspondront à la première, à la troisième, à la septième, à la neu- 
vième colonne verticale, c’est-à-dire à des colonnes verticales de rang 
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impair, tandis que les trois autres, savoir 


i 39, I 
(9a) j ü 

I ();, « 


^1,11» 

correspondront à la quatrième, à la sixième, à la douzième colonne 
verticale, c’est-à-dire à des colonnes verticales de rang pair. Donc, en 
vertu de ce qui a été dit ci-dessus, si le nombre premier ft, divisé 
par 43, donne pour reste l’unité, on pourra satisfaire à rèquation 

(90) 4/> = jr* + 43 / 


par des valeurs entières de æ,)' qui vérifieront les conditions 


(90 



43 Üi.iiÉmIImi 


(mod./)). 


Supposons, en second lieu, 0-67, s =• n. Alors, au lieu du 
tableau (89), on obtiendra le suivant 

3, 10, 53, 33 , 61, 63, 7, 17, 3, 36 , , 3 o, 35, 33, 4 <)* 53, 3t. 5i, 9, ^ 5 . K, 

3 , 32 , 63, 19, 37, 56, 3 , 3.'|, 30 , 39, 66 , 55, 37, i.'|, 34 . 6. 5 , fw, 50 , Oj, 3i, 

3 , 35, 18 , i5, 46 » 16 , 58, 36 , . 44 , 5<j, 38, .54, 45* i* -A W, n. 65, 43, i?» 'JiS, 

7. 67, i 34 , 67, i 34 , i 34 , 67, 67, 67, i 34 , i 34 , i 34 , «34, 67, i 34 , 67. 67. 134. i 3 i, I Vi. ir, 


Or, les valeurs de II// correspondant aux colonnes verticales qui, 
dans ce tableau, se trouvent terminées inférienremenl par la somme 
» ~ (i"), sont respectivement, pour les colonnes de rang impair, 

Di.iii Du, II, nii.ii, Hn.n, 11|,i|, 

et pour les colonnes de rang pair 

Du, II, Ht.i, D|,ti, Ht.ii. 

Donc, si le nombre premier p, divisé par 67, donne pour reste l’unité, 
on pourra satisfaire à l’équation 

( 93 ) 
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par lies valütirs entières de x^y qui vérifieront les conditions 

Si maintenant on prend pour /i, non plus un nombre premier, mais 
un nombre composé, pour lequel on ait 

(O* =: — /I, 



on trouvera, au-dessous de la limite loo, trois nombres de la forme 
Sx -h 3, auxquels les formules (7)) seront applicables, savoir les trois 
nombres 

35rr:3.7, 5lr=:3.I7, 

et cinq nombres de la forme Sx -h 7, auxquels les formules (79) seront 
applicables, savoir 

i5 = 3.o, 39 = 3.13, 55 = 5.11, 87 = 3.19, 95 = 5.19. 

Si, pour fixer les idées, 011 suppose n ^ = 3.5, on trouvera 

(D = P ■+• |5* -4- P* 4 - P*- ■ p’- P** — P** — p“, 

I — Oj O* 08— R|,f HlH-»,» Hl H+$,8 R|,l» 

.1 rr 0 ,^ 0 ,, 9 || 07 = -- Ru,tsRui-U,ll Ru-I-13+II,7 = A^Ru,IS Rll.in 


ou, ce qui revient au même, 

1 — ^8^ ïv — “» J ~/^Ru,i»Rh,h ■» 

«U.lj «18,11 

par conséquent 

1-3, y = i, /-rr3, ,îr=i, /-^ = i--y = a, 

K = i, t> = Rii,i*Rti.ii > 

en sorte qu*on pourra prendre 

ê-.l, 9*— .Ui.tRa.v 

Donc, si le nombre premier/?, divisé par i5, donne 1 pour reste, on 

OF.uvrtê de C. — S. I, l. III. 55 
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pourra satisfaire à l’équation 

(95 ) 

par des valeurs entières de x^yt qui vérifieront les conditions 
(06) v^— 


Or, comme en vertu de l’équation (9^) les valeurs numériques de x^y 
seront inférieures kp^ il est clair que les formules (96), ou au moins 
la seconde de ces formules, fourniront le moyen de déterminer com- 
plètement les valeurs de d?, y. 

Supposons, par exemple, /? = 3 i : on aura 


w = 2, 


n,,,=.^ = 3 . 5 , 


„ 9. 10. I 1 . 12. i3. i4 « 3 

11.4=2 i — ri -g ■ =3.7.11.13 

*’* 1.2.3. 4. 5. 6 ' 


et 


/'‘-hr* — /•’— H* — r'* — H* 


r étant une racine primitive de l’équivalence 

(lllod.Sl), 

OU, ce qui revient au même, 

3 - 4 - /• H- ^ - /*» -* 

i étant racine primitive de 3 i. Cela posé, les tables de M. Jacobi don 
lieront 


3 I O -H 7 4 - I 8 -t- I 4 - 20 — ig - 

et l’on tirera des formules (90) 

- 33.35.39 , 2.4.8 


2822-- 


(moiI.Si), 


-23j:’si3-8 (mod.3i). 


Donc, puisque la valeur numérique de y devra être inférieure à ^ et 
même à on aura 

v'i.^ 


Y ~ — 8, 

On trouvera elfectivemeiit 


3i»-i*4-i3.8». 
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Si n cesse d*être impair, alors pour vérifier la condition 

— /I, 

il devra être de l’une des formes 

4(4x-m), 8(axH-i), 

Hïs facteurs impairs étant inégaux. On pourra, par exemple, prendre 
pour ^ un des nombres 

5, i3, 17, ai, ag, 33, 37, 4ii 

ou pour ^ un des nombres 

3, 5, 7, II, i3, i5, 17, 19, ai, 

c’est-à-dire qu’on pourra prendre pour n un terme quelconque de 
Tune des deux suites 

ao, 5a, 68, 84, ij6, i3a, i48, i64, 

a4, 4o, 56, 88, io4. i9o, i36, i5a, .. . 

Si, pour fixer les idées, on attribue successivement à ^ les valeurs 
représentées par les nombres premiers 

5, i3, 17, ag, 87, 4i, .... 

on pourra déterminer facilement les valeurs des nombres 
A, A', A' 

par conséquent celles des trois quantités 



à l’aide des principes établis à la page 3oo; et l’on trouvera succcssi- 
ment, pour valeurs de i, les nombres 

4, 8, la, 30, ao, a8, ... 

pour valeurs de /, les nombres 

O, 4» 8, 16, ta, 
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et pour valeurs de fx, les nombres 

a, a, 4» 6, a, 8 


D’ailleurs, en vertu des formules (Hi ), on aura : 


Pour 7 — 5, fi — 20 , 

*4 

■^-n,,,n,,7s±: (mod.p); 

Pour i3, /i = 52. 


* ni,tinii,i7 iin, 11117, it 

* n»,ji 


/ n,.,in»,,7\* 



(mod p). 


etc. . . . 


En terminant celle Note, nous ferons observer que si l’on veut obtenir 
directement, dans tous les cas, non plus seulement des quantités équi- 
valentes aux quantités entières a?, qui vérifient l’équation 
4 X* + «/*, 


mais les valeurs mêmes de a? et de y, il sulïîra de recourir aux équa- 
tions (35), desquelles on tirera, eu égard aux formules X = ^, 

(0* — - /i, 

x-t-/(0 — X — j(D=ap, 


et par conséquent 

, X r 

(97) p 




Ces dernières valeurs de pourront toujours être calculées ainsi que 
les facteurs de la forme 

R/.r, 

compris dans F et dans G, à l’aide des principes établis dans la Note V. 
On pourra d’ailleurs, si l’on veut, déduire des formules ( 97 ) les valeurs 
exactes de en remplaçant dans les seconds membres le signe = 
par le signe ==, et la racine primitive de l’équation 
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par une racine primitive r de l’équivalence 

(mod./»'”) 

m étant un nombre entier assez considérable pour qu’il ne reste aucune 
incertitude sur la valeur de x ou de y. Dans le cas particulier où l’on 
a jiL= I ou fx = '2, on peut déterminer complètement en supposant 
m — I. D’ailleurs, cette dernière supposition réduit les équivalences, 
qui doivent remplacer les équations (97), aux formules (70). 


NOTE XIV. 


ORSRRVATIONfl RBLATIVRS AUX FORMES QUADRATIQUES SOUS LESQUELLES 
SB PRESENTENT CERTAINES PUISSANCES DBS NOMBRES PREMIERS, ET 
REDUCTION DBS EXPOSANTS DB CKS PUISSANCES. 

Soient, comme dans la Note précédente : 

P un nombre premier impair ; 
n un diviseur de -- i ; 

/i, k, ly les entiers inférieurs à n mais premiers à n ; 

N le nombre des entiers A, ; 

P l’une des racines primitives de l’équation 

(I) 2-"--i. 

et 

(a) -p*"-... 

une somme alternée de ces racines, les entiers A, k, . étant ainsi 
partagés en deux groupes 

A, h' y h\ ... et k, k\ 4', 

dont le premier sera censé comprendre l’unité. Enfin supposons que, 
parmi les entiers 

//, ky /, ..., 



MÉMOIRE SUR LA THÉORIE UES NOMBRES. 


US 

ceux qui sont inférieurs k ’ /i se trouvent, en nombre égal à i, dans le 

groupe A, h\ A", . . . et en nombre égal à y, dans le groupe A, k\ k% . . . 
Pour que le module n vérifîc la condition 

(3) ©•= — n 

il faudra que ce module soit de Tune des formes 

4x4-3, 4(4 x4-i), 8(3X4-i) 

et qu*en outre les facteurs impairs de n soient inégaux. Alors, en vertu 
du théorème établi dans la Note pf'écédente, on pourra toujours satis- 
faire, par des valeurs entières de à Téquation 

(4) 4/»l*=Ær*4-/i/*, 

dans laquelle on devra poser généralement 

IX — i- -y ou fl — OU (X = ~~ » 

suivant qu’on aura 

/i "7 (uiod.8) ou n^3 (mod.8) ou n^o (mod.4). 

On doit toutefois observer qu’il y a deux exceptions à faire k cette 
règle, et qu’on aura : i® pour n =1 

(x = i—J = ï au lieu de fx — 

2° pour /I — 4 

IX — i — 7 = 1 au lieu de ix = • 

Ajoutons qu’on pourra réduire l’équation ( 4 ), si n divisé par 8 
donne 7 pour reste, k la formule 

( 5 ) pV'— ny*y 

et, si n est divisible par 4 ou par 8, k la formule 
/#rr:r«4-|y. 


(6) 
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En calculant, dans la Note précédente, les valeurs de Texposant [a. 
correspondant à des valeurs données du module /i, nous avons tou- 
jours obtenu des valeurs impaires de (a, quand n était un nombre pre- 
mier, et des valeurs paires de p., quand n était un nombre composé, 
supérieur à 4* On peut atürmcrquMl en sera toujours ainsi. En ellét, si 
nous prenons d’abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 
forme 4x -+- 3, et l’exposant p. représenté par la valeur numérique de (a 
ditférence 

ou par le tiers de cette valeur numérique, sera pair ou impairavec elle, 
suivant que la somme 



sera elle-même paire ou impaire. Comme on aura d’ailleurs, si n est 
un nombre premier, 

N-n~i 

et, si n est le produit de plusieurs nombres premiers impairs v, v , . . . , 
N=:(v — 

il est clair que p sera impair avec si n est un nombre premier 

de la forme 4x 4 - 3, et pair avec le rapport 
(y 

a ’ 

si n est un nombre composé de la iiiéine forme 4x + 3. Dans l’un et 
l’autre cas, d'après ce qui a été dit dans la Note IX, 

A, A', h\ ... 

seront ceux des entiers inférieurs à rt et premiers à n, qui véritieront 
la condition 

[;i=" 

Supposons maintenant qu’on prenne pour /«, non plus un nombre 
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impair de la forme 4x + 3, mais un nombre pair divisible par 4> Ce 
nombre devra être de la forme 


4vv'v' 

V, v', v", . . . étant des facteurs premier impairs, inégaux entre eux, et 
dont le produit soit de la forme 4^ + 1 . Alors aussi les nombres 

A, A', A', ... 

seront ceux des entiers inférieurs à n, et premiers à /i, qui vérifieront 
ou les deux conditions 




Asi (niod;4)) 


ou les deux conditions 

f— 1=— I, A = — 1 (mod.4). 


[f] 


On peut en conclure que, dans le groupe 

A, A', A', .... 

les nombres entiers inférieurs à - seront deux à deux de la forme 
a 

A, "-A. 


Donc, dans fhypothèse admise, t sera pair, et, comme l’équation 
N — a(v — i)(v' — i). . . 

entraînera la suivante 

on peut alTirmer encore : i” qucc+y sera pair et même divisible par 4; 
2 ® quey sera pair avec i et i -+-y ; 3® que la somme 

i^i 

a a 
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sera paire elle-même, et qu’on pourra en dire autant de la différence 

a a a 

Supposons enfin qu’on prenne pour n un nombre divisible par 8. 
Ce nombre devra être de la forme 

8vv'v'. . 

V, v', v". . . étant des facteurs impairs inégaux; et les entiers 
A, A', A', ... 

seront : i® si - est de la forme 4x-Mt ceux qui vérifieront les deux 
conditions 

[ -^1=1, A = i ou 3 (niod.i), 

ou les deux conditions 

[ -^1 =•— I, As5 ou 7 (mod.S); 

-8 "J 

2 ” si ^ est de la forme 4x-i-3, ceux qui vérifieront les deux condi- 

[ -^”1 = 1 , A^i ou 7 (mod.S). 

ou les deux conditions 

F— 1=— I, As3 ou 5 (mod.S). 


tions 


m 


On en conclut encore que, dans le groupe 
A, A', A', ..., 

les nombres inférieurs à - seront, deux à deux, do la forme 
a 

A, -~A. 
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Donc I sera pair, et, comme on aura 

N = 4(v-i)(V-i)..., 

*-*-/= ^ =a(v — i)(v'— 

la somme /+y sera non seulement paire, mais dÎTisible par 4* Donc, 
par suite. 



seront pairs, et l’on pourra en dire autant de la dilTérence 



Ainsi, en résumé, l’exposant p. sera, dans l’équation (4), (5) ou (6), 
un nombre impair ou un nombre pair, suivant que le module /i>4 
sera un nombre premier ou un nombre composé. D’ailleurs, dans 
le dernier cas, on peut, à l’aide d’une méthode souvent employée par 
les géomètres, réduire, comme on va le voir, la valeur numérique de 
l’exposant p. 

Prenons d’abord pour n un nombre composé de la forme 8x-hy. 
Alors l’équation (4) pourra être remplacée par la formule (5), dans 
laquelle p, sera un nombre pair ; et, comme par suite sera un carré 
impair, c’est-à-dire de la forme 8x4- 1 , devra être un carré de la 
même forme, et^ un carré pair. Cela posé, les deux facteurs 

ü Jf 

— d?, ^ X, 

e 

dont la somme sera 2 /»*, et le produit — a?* —ny\^ auront évidem- 
ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2 ; et, pour satis- 
faire à l’équation (5), on devra supposer 

P* — X z=:7XU*y />* -H d? a 6 

par conséquent 

ï 

(7) = 6 *;*, 
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a, II, ç désignant des nombres entiers qui vérifieront les conditions 

( 8 ) cKZ~.n^ 

( 9 ) %UV=Z}\ 

il y a plus : comme le produit oiË = n sera diviseur de/> — i, on aura 

ra- M- 

et par suite la formule (7) entraînera les conditions 

[I].,. 

auxquelles les facteurs a, ë devront encore satisfaire. Enfin, comme 
on Ta dit dans la Note IX, la loi de réciprocité comprise dans la for- 
mule 

<■■) [!]=<-•)- -H 

est applicable au cas où l’on représente par a, S, non pas seulement 
deux nombres premiers supérieurs à 2, mais encore deux nombres 
impairs quelconques ; et, comme, n étant de la forme 4^ + 3 , l’un des 
facteurs a, S devra être de la forme 4x 4- 1, il est clair que, dans l’hy- 
pothèse admise, la première des conditions (10) entraînera la seconde, 
et réciproquement. Donc : lorsque n sera iin nombre composé de la forme 
8X-H7, téqucüion ( 5 ) entraînera la formule (7), dans laquelle a, S 
devront vérifier les conditions 



Supposons, pour fixer les idées, /i = i 5 = 3 . 5 . On trouvera pour h 
h!,,., les nombres 

I, a, 4» 8, 

dont trois sont inférieurs et un seul supérieur à 7 On aura donc 
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et Tèquation (5), réduite à 

/>*=«?•-+• i5^*, 

entraînera la formule 

a, S étant des entiers assujettis à vérifier les deux conditions 


«8 = .5, [i]=.. 


Or, de ces deux conditions, la première sera vérifiée si Ton prend pour 
a, € les nombres i et 1 5 ou 3 et 5. Mais comme on a 


fj]=- 

la seconde condition nous oblige à rejeter les nombres 3 et 5, en pre- 
nant pour a, ^ les nombres i et i5. Donc,/) étant hn nombre premier 
de la forme i5x-(- i, ou, ce qui revient au même, de la forme 3ox+ i, 
la considération des facteurs primitifs de p fournira la solution, en 
nombres entiers, de Téquation 

/; = «• 4- 1 5 e*. 


Supposons, par exemple, /i — 3i. On trouvera d’abord (voir la Note 
précédente) .v= — i, 

3i* = i«-m5.8*; 

puis on en conclura 

(3i 4- 1) (3i — i) = 4- iôi/’t'*, 
le produit w devant vérifier la condition 
U* e* = 4* ; 

et, comme des deux nombres 

3i — J? = 3i 4- 1 = 3a, 3 i4-j?=3i — ii=3o, 

c’est le second qui se trouve divisible par i5, on aura, dans le cas pré- 
sent, 

« = i, 6 = 15, 

3i4-i = aM*, 3i~i = a.i5e*. 
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On vérifiera effectivement les deux dernières équations, en prenant 

«•== 4 *, «•*=!; 

et, par conséquent, il suffira d’attribuer à u, les valeurs numériques 
4 et I pour résoudre, en nombres entiers, l’équation 
3i = 

Prenons maintenant pour/z un nombre composé de la forme QX-t-X 
Alors on pourra vérifier èn nombres entiers l’équation (4). De plus, 
les deux facteurs 

ü 

dont la somme sera 4 /^* et le produit 4 A''*— a?* =/»/*. resteront pre- 
miers entre eux, si sont des carrés impairs. Donc alors pour 

satisfaire à l’équation ( 4 )» on devra supposer 

tt t 

et par suite 

(i3) — 

a, «, V étant des nombres entiers qui vérifient les formules 

«6 = /l, UV=:Yf 

avec les conditions (lo). Si, dans le cas que nous considérons, a?*, v? 
étaient des carrés pairs, on pourrait, comme dans le cas précédent, 
réduire l’équation (4) à l’équation (5), et l’on arriverait à la for- 
mule ( 7 ), qui peut être censée comprise dans la formule (i3), de 
laquelle on la déduit, en remplaçant U par 2 ueiif par 2 v. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

Lorsque n est un nombre composé de la forme 8 x -H 3, Inéquation (4) 
entraîne la formule (i 3 ), dans laquelle a, 6 doivent vérifier les condi- 
tions ( 12 ). 

Prenons maintenant pour n un nombre composé, divisible par 4)* 
mais non par 8 . Alors, on pourra satisfaire en nombres entiers à l’équa- 
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tîon (G), si ^ est de la forme + 1 ; et, par des raisonnements sem- 
blables k ceux dont nous venons de faire usage, on prouvera que l’équa- 
tion (6) entraîne Tune des deux formules 

(14) p* = aa*-+- 

(15) = 

a, S désignant des nombres impairs assujettis k vérifier la condition 

(16) «6 = |, 

et U, V des quantités entières qui vérifieront Tune des conditions 

9UV=y, 

D’ailleurs, le produit 



étant de la forme 4x -h i, 

seront tous deux de cette forme, ou tous deux de la forme 4^ 3'; et, 

comme l’équation (i4) entraînera les formules (lo), en vertu des- 
quelles la formule (i i) donnera 

«-I 6-1 

(17) (-') • * ='» 

il est clair que, dans l’équation (i4), *, S ne pourront être tous deux 
de la forme 4x-h3. Us y seront donc l’un et l’autre de Informe 4 xh- i. 
Quant aux valeurs de a, 6, renfermées dans l’équation (i5), elles 
devront vérifier les formules 

(y=e]’ [;]=[«■ 

desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (lo) et (iG), 
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et, comme u^, p* devront être impairs dans l’équation (i5), cette équa« 
tion donnera encore 

(30) asa + ê (mod.8). 

Or, en vertu des formules (19), (20), les entiers 
et, S 

devront être tous deux de la forme 8x + i, ou tous deux de la forme 
8x +-^5, si ^ est de la forme 8x4- 1; et l’un de la forme 8x 4- 3, l’autre 
de la forme 8x 7, si ^ est de la forme 8x 4-.5. On peut donc énoncer 
la proposition suivante : 

Lorsque n est un nombre composé diptsibie par 4 et non par 8, V équa- 
tion (G) entraîne ou les équations (i4) et (16), ou les équeUions (i5) 
(16); a, 6 étant deux nombres impairs qui depront être tous deux de 

la forme 8 x 4- 1 , oa tous deux de la forme 8x -h 5, si ^ est de la forme 
8 X 4 - 1 1 et l'un de là forme 8x4-3, l'autre de la forme si j est 

de la forme 8 x -f- 5. Ajoutons que a, ^ depront encore satisfaire ^ si Véquor- 
tion{\(\) se vérifie^ à l'une des équations (lo), er, si l'équation (ï5) w 
vérifie, à l’une des équations (18). 

En appliquant, au cas où n est divisible par 8, des raisonnements 
semblables à ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra la 
proposition suivante : 

Lorsque n est un nombre composé^ divisible par 8, V équation (6) tf/i- 
traîne la formule 

(ai) «a*H- a-Sv*, 

a, € étant deux nombres impairs assujettis à vérifier la condition 



<aa) 
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awé les dèuæ suivantes 


(a 3 ) 



desquelles on tire^ eu égard à la formule (i i), 


rai -iLi! 

(-.)• ■»"=[î] =(-.)• • 


et, par conséquents 


g — I 

a 


g~i 

a 


I g — I g -H i 

â a a 


(mod.a); 


ou, ce qui revient au même, 

(a4) (g — 1 )(« — a6 + 3)»o (mod.i6). 

En vertu des diverses propositions que nous venons d’établir, l’ex- 
posant {A de la puissance de p renfermée dans l’équation ( 4 )» ( 5 ) 
ou (6), peut être réduit, lorsque n est un nombre composé, à l’expo- 
sant Ce dernier exposant, s’il est pair, pourra souvent lui-même être 
réduit à et cette nouvelle réduction sera particulièrement applicable 
aux formules (7), (i 3 ), (i4)» (21), si dans ces formules, a se réduit 
à l’unité. 

Pour vérifier cette dernière observation sur un exemple, supposons 
/I = 68 = 4.17. 

Alors, parmi les entiers inférieurs à 17, et premiers k 68, ceux qui 
feront partie du premier groupe, savoir 

Il 3, 7, 9, II, i3, 

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe, 
savoir 

5, i5, 

seront au nombre de deux. On aura donc par suite 



NOTE XIV. 


Ui 

«t Ton pourra, en supposant que divisé par 68, donne Tunité pour 
reste, résoudre en nombres entiers Inéquation 

Or, celle-ci entraînera Tune des formules 

p*=!s a/»*= M*H- I7i»*, 

dont la première à son tour entraînera Tune des suivantes 

17/*, a/» — 4*4-17 /•, 

1 , t désignant encore des nombres entiers. Effectivement on sait que 
tout nombre premier de la forme 68x h- i peut être représenté par Tune 
des formules 

^*4- 4- i8a»= (_y 4 - 3)*-f- 173 *, 

• • (ar 4 - 3 )* 4 - 173* 

a^* 4 - a ^3 4- 93*= i— i — . 


POST-SCRIPTUM. 

La note placée au bas de la page 179, et relative à la loi de réciprocité qui 
existe entre deux nombres premiers, se réduit à cette observation très simple, 
que la démonstration empruntée par M. Legendre à M. Jacobi ne parait pas 
avoir été publiée par l’un ou l’autre de ces deux géomètres avant i83o. Je suis 
loin de vouloir en conclure que celte démonstration n’ait pu être découverte 
par M. Jacobi à une époque antérieure. Dans le Mémoire de 1837, intitulé : 
De résidais cubicis commentalio numerosa^ M. Jacobi, avant d’énoncer les 
théorèmes relatifs à la résolution des équations indéterminées — 37 

/> = aj*4-7/*, dit expressément : la fontem uherrimum indici, e quo inter 
alia et demanare sequentia theorematavidi, La source féconde dont M. Jacobi 
parle dans ce passage est, comme lui-méme me l’a déclaré depuis (voir, dans 
le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, le Mémoire do septembre 1839), 
la considération des propriétés dont jouissent les racines de l’équation auxi- 
liaire, qui sert à la résolution d'une équation binôme, c’est-à-dire, en d’autres 
termes, les fonctions ci-dessus désignées 6 'a, •••• Quelques-unes do ces 

OMmrêi C. S. 1, t. lit. 5; 



W MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

propriétés avaient déjà conduit M. Gauss aux importants résultats que con- 
tiennent les dernières pages de ses Disquitiliones arithmetUœ^ et à son 
théorème sur la résolution de l’équation /> = â?* -4- j*. Ainsi, ies recherches de 
M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et l’on doit en 
dire autant des miennes, peuvent être considérées comme offrant de nou- 
veaux développements de la ^ile théorie exposée par M. Gauss. J’ajouterai 
que, les propriétés des foncliôns de ia forme 0 a étant supposées connues, il 
devient très facile d’obtenir la démonstration ci-dessus rappelée. Il est donc 
tout naturel qu’à une époque renfermée entre 1837 et i83o, M. Jacobi ait 
trouvé cette démonstration et l’ait communiquée verbalement ou par écrit à 
M. Legendre. Mais quelle est la date précise de cette communication? C’est 
un point sur lequel je n’ai aucun renseignement, et je m’en /apporterai au 
témoignage de l’illustre géomètre de Koenigsberg. 
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Ingénieur en Clief de lu Mai»nn Kregnet. - L Electricité 
dans lea mines. Applicationa diveraei. Extraction. 
Voluimi I11-8 ( lû-ili) rie vili-a.V'; pagr». avec IW ligure»; 

7ff. Soc, 


Leçons sur let fondions dèfioies fiar les équations 
differeiitiellet du f/remicr ordre ; par PiSRiK Houthimix, 
avec nne Note dr P. l'MstKTft, mcudire de l’ineiitut; 
1908. •> fr. .3« c. 

Principes de la théorie des fonctions entières d'ordre, 
infini, par Om Rluiirntuai.; igio. .b fr. 5o «. 

Leçons sur ta théorie de. lu croissance, profe»sée» * 
la Friciillé de» Sri. iiia'H du Pari», recueillies ut rédigées 
par A. Duajov, ancien Elève de l’Kcide Norinate siipé- 
rieiircî 1910. j fr. âoc. 

Leçons sur les séries de polynômes à ^iine ■onrinhlr 
complexe, pur Paui. VIostei.; 1910. 3 fr. i>o «. 

Théorie des équaiiims aux dérivées partielles-, par S. 

BKBWSTKiai. ( En priparation). 

Les systimes d’équations linéaires h une infinité tf in- 
connues; /»ar Frédéric RlKSZ. [En préparation.) 

Leçons sur les siugulnriUH det Jonctions ariah tiques; 
par Paul ÜIKNES. {En préparation.) 

BOSSERT (J.), A.troiiomo a l’Observatoire da Pari». — 
Catalogue d’étoiles brillantsBt/eAtfré aux Astronomes, 
l'otsigeurs, Ingénieurt et Mardtt. ln-4 (î8-aï,5) do 
xv-;.i poijoi; ig<j6. 7 fr- 5i) c. 

BOOASSE f H. ), Profoiseur de physique il l’Université 
de Touianse. — Baios phjsîques de la musique. 
ln-8 (3 o-i 3) do i.A page» avec 8 ligures; 190G. Car- 
ton né. (C. S.) a fr. 

BOURDON. - Éléments d'Algèbre, avec Noui» de E. 

PauuilKT. ao" ddilloM, revue et anuotèe. ln-8 (jJ-i't); 

1907. ^ fr-, 

80USS1NESQ (J.), MumbruderinHiitut, PioGaiseur à U 
Faculté de» Sciences do rUnivorsiié do Paris. — Théo- 
rie analytique de la chaleur, mise on harmnnie avec 
la Thoriuodyiirimtqun et nvoc lu Théorie mécanique do 
la Lumière. (Cura» ni PnrsioaE HATStMATiQun dk la Fa- 
cuLTé »■» ScitNGM.) Doux voliimos iit-8 (s5-iG) »• 
vendant séparément. 

Toua I : Problèmes généraux. Volume de mvii- 
-333 pagea avec i 4 flgure»; 1901. 10 ir. 

Tona II : Refroidissement et iehauffement par rnyim- 


CAHEN (E-), ancinn Élève ilo l’École .Normale iiipérlnnra, 
Prol'esscur de iVlathcmatiqiK's spéciales ini rollègo Roi- 
lin. - Eléments de la théoria des noinbrea Con- 
gruences. formes quadrritit/iirs. Nombres (ncommensih 
râbles. Questions diverses, ln-8 (a'i-lG); 190 Ü. il fr. 


CARTE de l'éolipse totale de Soleil des 29 30 aofltl90B. 

Lieu des points d’oti l’on peut eu observer les phases. 
Carlo diosHéo oou» la (lirniition du Rurean de» Longi- 
tiulc», do l’ormat (ii(j-io3), pliée loua couverture 
(•j 5 .(i): .«jo.'i. afr. Soc. 

CARVhLLO (E.)- — L’Electricité déduite de l’espé- 
nence et ramenée aux principes de» travaux 
Tirtnels. s" ediliun. Iii-S (ao-i3) de 98 pages, avea 
ri !i|ïureg; (larloiin« ( ^7. iV. ), 3 fr. 

CATALOGUE INTERNATIONAL DE LA LITTÉRATURE 

SCIENTIFIQUE, publié sou» la direction de M. le O' H. 
Foreter Morley- Uhaque année formo 17 volumes. Pris 
«le» 17 volume» •nsemble. 43n fr- 

Uhnqiic Vuliiaifl w vend séparément. 

A. Malhématiiiiie». 

B. Mtîcaniquo. 

U. Physique. 

U. Chimie. 

R. Astronoinin. 

F. Météorologie, 
n. Minéralogie. 

H. Géologie. 

.1. Ciiographie. 

K. Paléontologie. 

L. Biologie générale. 

M. Rotanique. 

N . Zoologie. 

O. Anatomie humaine. 

P. Anthropologie physique, 
ff Physiologie. 

I R. Hactérlologie. 

Sept annéea lonton venta { igo'-i ii 1908). 


46i9? 

3G,a5 

i8,7,ï 

ao,G5 


ri, 10 
AG, on 
4«.'t5 
« 8 , 7 .^ 
• 8,75 
48,75 

ili.aS 


CiAPPüIS ( J. ). Agrégé, Docteur é» PruJ»»»"/ 

d« Pl»y*i<^we jjènériilo à l'Ecole Centrale, ol BBRGET (A.), 
Docteur èa acioneei^ attuché au la«boratt>iwi dea Rcè- 
clifirelioN piiyftiques de b SurIfOiine. ~ Loçons di Pliy- 
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tique générale. Ctturs professé à l'Ecole Centrale des 
Arts et Manufnciures et complété suieant le pro/framme 
du Ceiii fient fie Physique /fénérale. a* Aditioii, «iiliA- 
rerannt i-ufondue. 4 ▼olumcK in-8 (aS-i6), s« vendant 
téparcniunt : 

Tobb I : hutruments de mesure. Pesanteur. Élatlieiié; 
Statique des liquides et des gax ; avec fleures ; 

1907. |K fr. 

Tomk II: Électricité et Magnétisme; avoc ^on ngures; 

i()On. if) fr. 

Tiimi! III : Acoustique. Optique; «ver. aoS li|pire!i; 

1909. i4 fr. 

To«E IV ; Ondes élrrtriuues. Kadiitaclivitè. Elrelra- 
optique, publié par .1 /vmks CH.M'i'iiis et Maucki. 
LahüTTR, ll|;l•|•l;é, Oortent' ès Sriciiees, prnfessmir 
il rruiversité de 'I'oiiUjUm-. Volume de iv-ai4 lia- 
ges iivoe JS li|;iin>si; 1911. 

CHATELAIN ( E- ], Lirenciê es '■rieiiers, l’i-o'éHseiir aux 
l/iibiiratiiireK Hniirhouxe. — Soudure autogène et 
aluminothermie, »vee Préface de H. I.E Ciurxi.iBR, 
Membre d- riiiatitiil. lii-iC (ig-ia) de x-172 |>u|;e.«, 
avec /(H ligiiroK; luoi). 3 fr. aS. 

CLAUDE (A.), Membre adjoint du Itoreaii dea I.oiit'i* 
tiiile.s, ei DRIENGOURT (L ), lii;;<‘>iieiir hydro(;raphe 
en ehef ■(« Murine Description et usage de 
l'astrolabe à prisme. lu-H t ax-ifi) dexxx-dg;* paj'cs 

avec 3.^ ligiuns et 7 plaiiolms; 1910. Oartoiuié.' i i l'r. 

COMBEBIAG (G.), (Hier dn hiiliiilluu du (imiir, Itncteiir 
éa «cieiietiK iiiathniiiati'iueii. Les actions i distance, 
Ib- 8 (îo-i.i) de 90 pagus, curlnnu)! {Collection 
Seienlia); 191U. 2 fr. 

COHBERODSSE (Charles de)i Ingénieur, Professeur à 
l’Ëcole (Centrale des Arts et ManufsetureK et au (Conser- 
vatoire des Arts et Métiers, ancien Professeur de Ma- 
thématiques spéciales au collège Cliaptal. — Cours de 
Mathématiques a l’usage des Candidats « l'Ecole Pidy- 
technique, s l'KcoIe Normale supérieure et à rKcile 
centrale des Arts et Manufactures. 4 vol. iii-8 (2:(>i4), 
avec flgures. 

Chaque Volume '•evend sépcrémeiil; 
l'oas I”: Arithmétique el Algèbre élrmeiitair» avec 
38 figures). 10 fr. 

On vend à part : 

ArliMnêtIque. S’ édition, lo'i. s fr. 

AIrrbrs élémriitsirr. U’ rilufuii. 1911. « fr. 

Tous II : Géométrie elémenluii r, plane et dans l’tt~ 
paec; J'rigonométrie rectiligueet sphériqur, avec 54-3 fig- 
i3 fr. 

On vend à part ; 

<iêuiiié(rls slemsniilrs plins si dans l'sspacs. S' edlliuii 1911. 

TrigsDoinélrl* rscUII(ns st ipliérliias, tulviv de Tatlesssi 
rsleurs dei IlsiiSi tflivDOniStrIauea iialurellei. S* éd|, 
tlun 1001. tfr. 

Tous III Algèbre supérieure. 1" Partie ; Contplé- 
nentid’ Algèbre élémentaire {Déterminants, fractions con- 
tinues,^ etc.). — Combinaisons. — Séries. — Etude de* 
Fonctions. — Dérivées et Différcntiellet. — Premiers 
principes du Calcul intégral, 4* édition («*1-768 pagen), 
avec 20 flgures; igii. i2 fr. 

Tons IV : Algèbre supérieure. Il* Partie : Etude des tma- 
ginaires.Théorie générale des équations. 3* édition (**siv- 
83i pagaa), avec 63 figurée; 1909. i5 fr. 

CONGRÈS. INTERNATIONAL des applications de 
rElectricité (Marseille, 1908). 3 volumes in-it (a.S-iiî) 

publiés par les soins de H. Aimaunat, Kappurteiir gé- 
néral, se vendant ensemble. 60 fr. 

On vend séparément : 

l" Pahtis : Rapports préliminaires. Volume de vi- 
709 pages, avec numbreusee figures; 190g. 74 fr. 


II* Pastik : Rapports préliminaires. Volume de iv- 
734 page.s, avec nombreuses figures; tgog. a4 fr, 

III* Pastis : Orgamsation du Congrès. Procès-verbaux. 
Annexes. Volume de iv-SSo pages, avec figures et plan- 
ches; igog. 70 fr. 

Un certain nombre de Rapports se vendent séparément 

CONSTAN ( P. ), ancien Elève de l’Ecole Navale, F,i-F,n- 
aeigne de vnissenu, Professeur d’Hydrograpliie de Is 
marine. CouTS élémentaire d'Astronouia et de 
Navigation, à l’usage des Capitaines au long cours et 
des mères des Ecoles d'Hjdrographie. 2 volumes in-8 
( 35- 16) avec nombreusos figures ao vendant séparément. 
( Ouvrage en harmonie avec les derniers programmes des 
examens pour les brevets de Capitaine au Inng cours.) 
ToukI : Astronomie. Vol. de 17-21.5 p. avee i38 flg. ; 

190.1. 7fp. Soc. 

Tout: 11. Savigatiott. Vol. deiv-3uo p. avec i.Sç) fig. et 
3 planches; tgo4. S fr. .Soc. 

COUTDRAT (Louis). — L’Algébra de la Logique 

.V.). ln-8 (20-i;i)de 100 p., cartonné; igoS, 3 fr. 

CRELIER (L . ), Doclciir és sciences, Prel'eiiseiir nu 
Teeliiiîciiiii de Itieiinc, Privat-Dneent à l'iliiirersité de 
Ib-riie. - Systèmes cinématiquas. In-S ( un-i.'t) de 
iiM> pages avec il ligures el 1111 portrait liii Colonol 
Mniiiilieim [Collmclian ,Scientia)\ ciirtnnné, 1911. 2 fr. 

CURIE ( M""' P.), Pi’ofcsseiir à In l'nriilti' des .Sciciioea 
de Paris. - Traité de radioactivité. 2 vulinnes iu -8 
(•j 3 ni) de XII- '(2** *'t iv-ij48 pages inné ijpl figures, 
7 pliVtichcs et lin |iiirli-»it de P. (lurie; igio! .în fr. 

CURIE (M"'* S.). — Recherches sur les substances 
radioactives. 2* édition, lu-, s ( i.î-ib) de 10.1 pages, 
avec 14 ligures; igo/,. 5 fr. 

CURIE ;P.). Œuvres de Pierre Cnrie, publiées par 
les soins de In Société frunvnise du Physique, iivec nue 
Préface de M'"* ('.ckik. ln-8 (2:1-16) de xxii.li'.ii pages, 
avec 118 ligures et 3 planches; igott, 22 fr. 

DARBOUZ (6.), Membre de rinstiliit, Doyon de la Fa- 
culté des Sciences.— Lagons snrla Théorie générale 
des inrlaces et las applications géométriques dn 
Calcul inlinitésimnl. 4 vol. in-8 (2.2-16), avec ligures. 
I” Pastif, : ( Épuisée.) 

Il* Pastis s Les congruences et les équutions linéaire* 
aux dérivées partielles, — Des lignes tracée* sur Us 
skrfaers; 18B9. , i5 fr. 

ill* Partis; Ligne* géttdésiques et courbure géodésique. 
— Paramètre* différcutiets. — Déformation des sur- 
faces; i8g4. *5 fr. 

IV* et dernière P ssnin: Déformation infiaiment petite 
et représentation sphérique; 1896. i5 fr. 

DARBOUZ (G.), Secrétaire (icrpiiluel de l'Acadéciie des 
.Sciniices, Professeur de (îéométrie Niipérieiire à l’Uliivcr- 
siié de Paris. — Leçons sur les systèmes orthogonaux 
elles coordonnées curvilignes. '.i"éditioii augmentée. 
Volume iii-8 ( 2.5-'i(i) de viii-56; pages, avec ligures ; 
igio. (H fr. 

OELAUNET (l« linntenuiit-culoiiel). — Lois des dis- 
tances des satellites du Soleil, ln-8 (2.6-16) de 

12 pages; igog. I fr. 

DÉCOMBE (L.), Docteur ès sciences. — La Célérité des 
ébranlements de l’éther. L’énergie radiante. 2*éJi- 
tion eiilièreuieut refundiie. In-K (2o-i3), de in2 pages, 
avec 32 flgures; carluniié {Collection Seienlia); 
igog. 3 Ir. 

DECOURDEHANGHE (J.-A ). - Traité pratique des 
Poids et Mesures des peuples anciens et des Arabes. 

In-R ( 25 -i(>) do viii-t44 pages; igiu. 5 l'r. 



D6 OONOER (Th.), Doctiur ès-RHencA* phytiques et 
matliéiiiatiquee. — Sur lei éinutioni canoniqun de 
Haittilton-Volterra. Volume in<4 (sA-aS) de 4'| panes; 
ï9'«- 3 fr. 73 c. 


DEiroSSEE (L.),' Professeur. — Las oartei géogra- 
phiques et leurs projections usuelles. ln-i6 (19-ia) 

do Yii-iig pages avec. a3 figures et a planches; iqio. 

a fr. 70 c. 

DRÜDE (Paul).— Préois d'Optique.refoiulu ut complété 
par Marmi. Bott, Professeur agrégé do l’Universite, 
avec une Préfacé de Paul Lanurvin. Professuur au 
Collège de France, a voiiiincs iii-8 (a3-i6) se vendant 
séparément. 

Tomb I : Optique géométrique. Optique ondulatoire . 
Volume de x- 3 j!i pages avec iGS ligiirus; 1911. lafr. 

Tomr II : Optique éleelromagnétttfue. Optique éner- 
gétique. (.tout pretse.) 


DRÏÏMAUX (Paul), Ingénieur civil des Mines. Ingénieur 
élocti'iuien, Ingéniour des Télégraphes. — La théorie 
çorpuBculaire de l’électricité. Lei électrons ri Us 
ions, avec préfaeu de M. Eiiic OKTAnD, Directeur du 
rinstiliit élcctrotechiiiqiiK Moiitunore. ln-8 ( 0.3-11! ) de 
ifiS iMigea avec .3 flgiirns; 1911. l'r. •'.3 c. 


DUCROT (André )i Ancien Él^ve de TÉcole Polytech- 
nique. — Presses modernes typographlquss. ln-4 
(î 8-23) du i6u p., avec l'p lig.-. 1904. 7 fr. 5o c. 


DUHCM (Pierre), Correspondant de ITiistitiit de Franco. 
Professeur de Physiouu théoHqiio ii l’Diiivcrsité do 

liordcaut. —Traité d'Energétique ou do Thermodyna- 
mique générale. rolumos iii-8 (>.3-iG) se vendant 
sépiirémeii l. 

Tiisk 1: Comervation de l'Kneigic mécatiiqur ralion- 
tit/le, Stntique générale. Voliimi! de iv-fia» pages avec 
.3 ngui'os; 1911. " ,8fr. 

Tiivk 11. (Sous presf.) 

DOHBM (Pierre). — Recherches sur l’Elasticité, ût 

^équilibre du mouvement des milieux -nilreux. Les mi- 
lieux vitreux peu déformés. La ttubUité des milieux 
élueliques. Propriétés générales des ondes dans les mi- 
lieux visqueu.r et non visqueux, ln-4 (a8-'i3) do 
□ i8 pages; luufi. ,a fr. 


ENCYCLOPÉDIE DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES, publiée eoue les auspices 
des Académies des Sciences de CôTTiar.vs, do Leiezic, 
de Municu et de ViKaaa. Edition française, piililiée 
d’après rédilion allemande, anus U direction de Julks 
Molk, ProfoRsour h rUniverRité de Nancy, avec lu 
eoiicuiira de nombreux savants et professeura fraiivais. 

I.’édition fraiiyaiae du V PncYclopédie coinpmndra 
7 tomes in-8 (aj-iG). Clia(|ua Totnc uoinprund 3 ou 4 
volumes de .3oo à 400 pages. Chacun des valûmes a aa 
pagination pruprr, initia est |itiblié en f.-i8clciilea Sui- 
vant rélat d'iivii'. cernent de Timpreasiuii. 

I.ea fascicules (de i.lu it i.3(, (lagea environ) pa- 
raissent iiiitaiit qun pusaible du trois en trois mois. 

Le prix de chaque fascicule seru d’environ 5 fr. 


TOMEl; AI.GÈBKK, 

VoLvsa I : Arithmétique. 

FAscicuLal : Principes fondamenlaux de l' .irithmétiqae; 
exposé, d’après II. Suuoukrt, |iar J. tAHXisr et J Mot.s. 
— Analyse combinatoire et théorie des déirrminatitsi 
nxpoaé, d’après E Nstto, jiar 11. Voot. — P/ombres 
irrationnels et limites; exposé, d’après A. Psincsutiii, 
par J. Molk, 1904. 5 fr 

FiscicOLK 2 : Algorithmes illimités, exposé d’après A. 

PaiRCSiiRia, par J. Molk. 5 fr. 2.3 r. 

Fascicule II : Sombres complexes, exposé, d'après E. 
Sn'DKY, par E, CarTar. — Algorithmes illimités des 
nombres complexes, exposé, d’après A. PsinasBeiH, par 
M. FaéCHET; 1908. B fr. 

In. 4»; n. 
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FAtciccLi 4 : Théorie des eniembUs, exposé d'après A. 
SesŒuruss; par H. Baise. — Sur Us groupés finis dis- 
eoutinus; exposé, d'après H. BunssASDr, par H. 
VoGT, tifog. 5 fr. 

VoLDiiK II : Algabrs- 

Fasciculr t : Les Jonctions rationnelles, exposé, d’après 
K. Nbtto, par H. U Vavassbds. 8 fr. 

FAsciciiLa 2 : Propriétés généraUs des corps et des varié- 
tés algébriques ; exposé, d'a|irès G. LASttSBtRU, par 

J. HAnAMARP . 1 . KDrsciiak, 1910. 3 fr. 7') c. 

Fascicolk 3 : Propriétés /rénèrales des corps et des variétés 

algébriques-, exposé, d’nprùs G. I.ANbHBBRa, par J. 
HAPAMAltn et J . KüuactlAK. — Théorie des formes et 
des inrarianls; d’après G. W. Meyer, par J. Dhach; 
1911 . .3 fr. 7.3 e. 

Volume III : Théorie des nombres. 
l'ASdCDLe 1 : Propositions élémentaires de la théorie des 
nombres ; exposé, d’après P. Bachmanr, par Ed. Maillet. 
— Théorie arithmétique des formes; exposé, d'aprè* 

K. Th. Vahler, par E. Caukn, 1906. 3 fr. 

FAX 4 :icui.h 2 : Théorie arithmétique des formes; exposé, 

«l’apriis K. Th. Wabler, par E. Caben, 1908 (suite et 
/«). .3 fr. 

Fascicclk 3 : Théorie arithmétique des formes ; exptwé, 
d’après K. Th. Wadi,bn, par E. CAitxx. — Propositions 
iraiiseendaiit- s de la théorie des nombres, exposé, d’après 
P. Hacumaiim, par J. Hadamaru ot En. MAti.LXT; 1910. 

3 fr. 7Î) c, 

Fasch.I'LK 4 : Propositions transcendantes de la théorie 
des nombres, exposé d’après P. Baciimaxv, par 
Eu Maillet ; 19111. 3 fr. 7,3. 

VoLCMi IV 1 Calcul des probabilités- 
Théorie des erreurs. Applications diverses. 
l'AsuiccLX 1 : Calcul des prnhahilUés; cxi,ohi>, d'après 
• E. CzcnSR, pur J. I.s Houx. -- Calcul des digérsnces 
et interpolation ; exposé, d'après T). .SElivanov et J. Bau- 
scniNORU.par H. AanevEii, 1906. 3 fr. 

Fasciculr 2 : Théorie des erreurs, exposé iriiprès Bacs- 
cniNCER, pur H. Arpotkr. — Calcul numérique, exposé 
d’ap'és R. Mehusk, d’après M. n’OcACSE', 1908, .6 fr. tà. 
Fascicvlk .3 : Calent nuinenque, exposé tl'ttprès B. Mkiihxb, 
pur M. n’OcAiiNK. — Statistique, exposé d’après !.. BiiRT- 
KiKWKz, par F Olthamake. 6 fr. a 3 0. 

TOME II ; AN VLVSE. 

VoLVHK I : Fonctions de variables réelles. 
Fasciculr 1 : Prinoipes fondamentaux de la théorie des 
fonctions-, exposé d’aprè, s A. PainusiiBiM pur J. MolK; 
1909. 4 fr. 3 o c. 


VoLCHE III : Équations différentielles ordinaires. 

I>'as<:ici!lr 1 : Exislenre. de l'intégrale générale. Détermina- 
tion d'une iiitégrnti' particnlière pur ses -valeurs i ni lin les] 
exposé par P. Pai.h.kvE. — Méthodes d’intégration élé- 
mentaires. F.lude ds's équations differeuliclles .ordinaires 
au point de -vue formel; exposé par E. Vessioti <910. 

7 

(Demander le prospectus spécial, ) 


ESCARD ( 3 ean), Ingénieur ci<il. — Les lubstances 
isolantes et les méthodes d'isolement utilisées dans 
l’industrie électrique. I11-8 (25-iG) iic xx-3i4 pages 

avec i8'.! (igiires ; 1911. m fr. 


FAYE (H.), de riiisiiiiii. - Sur l’origine du Monde. 

Théories cosmogoniques des anciens et des modeinrs. 
3* édition aveu une Frèfaro de H. Drslanbrrs, Membre 
de riiistitut. In-E (2.1-i4) avec figures; 1907 . G fr. 


FINK (E.). — Précis d' Analyse chimique, a Vul. 
In-i(i (19-12).^ 2” édition revue et rurrigee. 

I” Partir : Analyse qualitative. Vol. de v-174 pages, 
avec 12 flgiirci, cartonné à l'anglaise; 190G. 3 fr. Su c. 

II* Partie : Analyse quantitative. Vol. du iv-280 p., 
avA’C 6a figures; 11107. Cartonné à l'anglaise. .3 fr. 
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FISCHER (Emil), ProfRMAttr de Chimie h l’Univenité 
de Berlin. — Hoide dé prdparatioi» organlqnM à 
l'uiige des étudiants. Traduction autorisén d’après ta 
^•édition allemande par U. DecataetJ. Diihsst. In>i6 
( 19-11^ do x-i ro pages avec 19 figures; 1907. a fr. So c. 

FLAMMARION (Camille). — La planète Mar* et ses 
condition! d'haLilabilité. Eacyttlopédie ffénéral» dr» 
ohieri/ationi martieniui faitr.» Urpuit /’orÿ/ne ( ifiSè) 
jutquà Hot jourt. a fulunies in-S (29-19), se vendant 
séparément : 

Tons I : Volume de x-fioK pages avec 5l>o dessins téles- 
copiques et a3 cartes; 1892. 

Hroché la fr, | Cnrtonné.,. . . . iS fr. 

Tome 11 : Vuliiine de iv-Gu4 pages avec dessins téles- 
copiques et I G cartes; 1909. 

Broché 12 fr. | (^rionné ' i5 fr. 

FONVIELLE (W. de) ef BESANÇON (0.). nirerteur de 
lAérophilt. Notre flotte aérienne. In-K (a.S-i4) de 
iv-a34 pages avec 54 figures; 1908. Cartonné. G fr. 5(i c. 

FORCRANO (R. de ), Correspondant do l'institut, Pro- 
fvssoiir il la l'acuité dee Sciences, Dirvctoiir de l’Inatitnt 
de Chimie de l'Université de Muiitpollier. — Conra de 
Chimie à tusagrdet éludiantâ du P. C. N. Doux vu- 
- lûmes in-8 (sS-iij) se vendant sépuréineiit. 

l'orae i : (weniralitit. Chimie minérale. Volume de 
vi-.3a.^ pages avec 16 ligures; Sfr. 

Tome II : Chimie organique. Chimie analrtique. Vo- 
lume de IV-317 p. avec 3 lig.; ifjoj. ü fr. 

FOUET ( Edouard-A. ), Professeur è l’Institut cuthuliqiie 
de Pari.s. — Leçona élémentairea car la théorie des 
fonctloni analytique!. 3 voliinirsin-8 (2r»-iC)se ven- 
dant sepai-émoul. 

To.MK I: IMfonelium en général, a" édition, refondue, 
oiaugraontro. Volume de ivmiî pages avec 6 figures; 
1907. 3 fr. 5o c. 

Tome II: Lee fonction» algébrique». Let •érietiimples et 
multiples. Les intégrales, 's* édition, refondue et 
aiigmeptée. Volume de xi-ïA.'i pages avec i5 figures; 
1909. 9 fr. 

Tomk III: Théorèmes deristenee. l.es fonctions analyti- 
quts au point de vue de Concky, de H'eierstrass, de 
Kiemami . ( En préparation. ) 

FREYCINET (Ch. de). - De l’expérience en Géomé- 
trie. Iri-8 (a3-i4); 190J. 4 fr. 

FRILLET. — Lea procédés de commande & distance 
BU moyen de l'Eleetricité. in-iG (19-vii) de vi- 
igo pages avec y J figures ; lyuO. 3 fr. 5o c. 

GALOIS (Evariste). - Manuicriti d'Evariite Galois, 

publiés par J. Ta.vsesï, .Soiis-llirerteur de l’Ecole Kor- 

male. I11-8 ( î.'j-ifi ) de fi<; pages; 1911S. t fr. 70 c. 

6AN0ILL0T ( Maurice). — Eiaai sur la gamme, in-8 
(3 i-' 22 ), deXri-.27S pages avec 'p3 figures; 190G. 3i fr. 

GARÇON (Jules), Ingénieur Chimiste. — Répertoire 
- général ou Dictionnaire méthodique de Bihllogra- 
phie dei Industries tinctoriales et des Industries 

annexes, depuis les origines jusqu'à la fin de l'année 
1896. (Technologie et Chimie.) Ouvrage honoré du 
grand urix décennal Daniel Uolll'us de la Société 
industrielle de Mulhouse. 3 vol. iii-8 (’xS-iG), i638 p., 
plus un volume de Tables. Pris de l’Ouvrage complet. 

ioo Ir. 

Toaa I : Introduction es Avertissement général. No- 
tice sur les sources bibliographiques du Dictionnaire. 
Tables. 

Tohk h : Dictionnaire: Aecidrnls de fssbriea- 

tion jusqu’à Kermès. 

Tohk ill : Dictionnaire ; Depuis Laboratoires Juaqu't 
la lin. 


GAUTIER (Rsari), et CHARPT (Oeorgss), aneiena 
Elèvea de l'Ecole Polytechnique, Docteuri èa SeienoM. 
— Lsçons da Chimie, à l’usmge des éHves de^ Mathé- 
matiques spéciales. 4* édition, entièrement refondne, 
conforme au programmo du 37 juillet 1904^ In-8 (aS-ifi), 
avec 96 Hg.; 1905, 

Broché 10 fr. | Relié (cuir fM>upU). i3fr. 

GERARD (Erio), Directeur de l'Inatitui éiectrotehhniqua 
Montefiore. — Leçons sur l’Elaetrioité, profeaiéos k 
l’Iiistitut éleclrotecniiique Montefiore, annexé h PUniver- 
sité de Liège, 8* édition refondue et complélée*. a vol. 
I11-8 (a5-i6), le vendent aéparément : 

Tout I : Théorie de Téleetrieiié et du magnétisme. 
Éleetrométrie. Théorie et construction des générateur» 
électriques. Volume de xii-975 jiagoH, avec 4S8 figures ; 
19(0. iilr. 

Tomk II : Canalisation es distributiou de t’ énergie étec- 
trique. Applications de l'ileetrieité à U Télégraphie, à 
la Téléphonie, é ta production et à la transmission de 
la puissance motrice, à la Traction, à T Aclairage, à ta 
ilébillurgie et 0 la Chimie industrielle. Volume de 
vii-ggn page*' avec 4.V) figure»; igio. 11 fr. 

GÉRARD (Eric). — Mesures électriques. Xlalont et 

instruments. Essais mécaniques et ji/uilométriqueS, ma- 
guetiques et électriques. Applications aux ligyits, géné- 
rateurs, moteurs et transformateurs. Lr^on* donnéoi t 
rinstitu^ élertrotocliiiiqiio Montcflnre, do l’Université 
de Liège. 3' édition rufoiiduo et compli'léo. lfi-8 (aG-iG) 
avec 3u4 liguix's; 1908. I3 fr. 

GÉRARD (Éric). — Traction électrique. (Exirait <les 
Leçons sur T Électricité du inêinc auteur.) a* édition. 
In-8 (aô-iG) de vi- 1/(8 pages avecyBligurcs; 1910 3 (r..20 

61RARDET (Ph.). — logénieiir I. E. O. — Lignes 
électriques aériennes. Étude et Construction (Bi- 
bliolhéquo de rfilèvc Ingénieur), lti-8 (a.S-iG)de 
181 pages aven i3 figures; 1910. 5 fr, 

6 IRARDET (Ph.), Ingénieur I. E. O., et DUBl (W.), 
Iiigénioiir Po ytechiilcicn de Zurich. — Lignes élec- 
triques souterraines, litude. pose, essai et recherches 
de défaut.» (Rildiothèqiiu de l’Elève Ingénieur). 
ln-8 (3.S-i(>) du 207 pages, avec 48 figures; 1910. 3 fr. 

GŒDSEELS (P.-J.-B.), Profussenr à l’UniverBité catho- 
lique de Louvain. — Théorie des erreurs d’obser- 
vation. 3* édition coDipléteniunt remaniée, ln-8 
(3.4- iG) de x-io3 pages; 1909. 3 fr. 

GOMES TEXEIRA (F.). Traité des courbes spé- 
ciales remarquables planes et gauches. Ouvrage 

rourunné et publié pur r/Vendéinie rnyuln des Sciences 
de Madrid; traduit de l’espagnol, revu cl très auguienté. 
3 volumes in-4 (3o-33) se vendant séparément, 

Tomk 1. Volume de xii-.^ui pages; 1908, 30 fr. 

Toaa II. Volume de iv .497 piges; 1909. su fr. 

GORGEU (P.). Capitaine d'urlillcric. — Mtchinei- 
outils. Outillage. Térifleateurs. Notions pratiques. 

Volume iii-8 (sS-iG) d«iv-3.33 pages, avec auo schémas. 
1909. 7 l'r. 50 c. 

GOURSAT (E.), Professeur à la ■•'oeulté dos Sciences. — 
Cours d' Analysa d<* la Faculté des Sciences de Paris. 
3'*édition eutiùranient refondue. 3 volumea in-8 (35-iG) 
80 vendant séparément. 

Tome I : Dérivets et différentielles. Intégrales définies. 
Développement» ensirie. Applications géométriques. Vo- 
lume de viii-(i45 pages, avec 43 ligures; lyiu. 30 fr. 

l'OMa II ; Théorie des fonctions analytiques. Équations 
différrntieltes. Un premier fascicule (3o4 pages) est paru. 
Prix du volume complet pour les soiiscriptonrs. :’o fr. 

Tome lit : Équations aux dérivées partielles. Équa- 
tions intégrales. Calcubdes variations. (En préparation) 
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ftRIMSHAW (Robert). — La CoottmeUon d’ana lo- 
OODoUto moderne. Traduit sur lu s* édition alle- 
mande, par PotN8i(,HO!i, Ingénieur E. C. L. Ib- 8 (a 3 -i 4 ), 
da ïis-64 pages; avec ligures; fgo^, 3 fr. 76 c. 

6R0SSMANN (Jnlee), Ancien Directeur de l’Écnie d'Hiir- 
logerie du Locle, et &R0SSMANN (Hermann), Direc- 
teur de l’Ecole d’Horlogerie, d’Électrotochniune e.t de 
petite Mécanique de Meiich&tei. — Horlogerie théo- 
rique. Cours de mécanique appliquée à U Chronométrie, 
suivi d’une Etude sur les applications de f acier- nickel 
a la compensation, par Cli.-Ed. Gdii.lscme, Directeur- 
adjoint du Bureau international des Poids et Mesures, 
avec une Préface de K. Caivari, Ingénieur hydm- 
('raphe de la Marine française, et des portraits de Jules 
Grossinann, H. Grossniann, Ch.-Ed. Guillaume, E. Cas- 
pari. Ouvrage publié sous les auspices du IVhniciiiu 
du Liiclc, approuvé par le Héparteiiieiit de rinatniction 
niibliqiie do Nouchélel et par les Cuinniissions des 
Kcoles suisses d'horlogerie, a volumes in-8 (a.Vifi) car- 
tonnes, se vendant séparément. 

loua I. — Voliiino de 4 oH pages, avec t 34 ligures, 
t 3 planches et a portraits ; 1911. i5 fr. 

'I''»''* G. ( Sous presse. ) 

SVILBERT (Gabriel), Lauréat du (^nneoura interna- 
tional de Liège, Secrétaire de la Commission ractéom- 
logiqiie du Calvados. — Nouvelle méthode de prévi- 
sion du temps, avec une Préface par Hr.HNAnoBacïKHes, 
Directeur de l’Observatoire du Piiy de Démc. ln-8 
(a 5 -i 6 ) do ss*vm-î44 pages uvsn Hn figuros et curies 
et 3 planches ; igug. i3 fr. 

GUILLAUME (Gh.-Ed.j. — Lés applications dei aciers 
au nickel, avec un Appendice aur la Théorie des aciers 
eu nickel, ln-8 (a 3 - 14),' avec a 5 lig.; igo';, 3 fr. 5 oe. 

— Recherches sur le nickel et ses alliagei. I 11-8 

, (aS-i4), iHqH. f fr 7.'! c. 

' Les deux volumes se veiulciii eiisenildo fr. 

GUILLAUME (Ch.-Ed.), Direotonr adjoint du Bureau 
international des Poids et Mesures. - Les récents 
progrès du Système métriqna. Rapport présonté à la 
qiiatrlémo Conférence générale des Poids et Mesures 
réunie à Paris, en uctohre 1907. Iii-j ( 33 --j.'>) de 
g 4 pages iivoc 3 ligures; 1907. 5 fr. 

GUIMARAES (Rodolphe), Capitaine du Génie, Membre | 
correspondant des Académies des Sciences de l.islioiine, 
Montpellier, Barcelenc, etc. - Les Mathématiquos 
en Portugal, a* édition revue «t aiigmenlée. ln-8 
(irj-iG) de 66n p., avec Üg.; igio. a; fr. 

O^E (Pb.-A.), Professeur à l’Uiiiversiié de Genève. — 

Recherches expérimentales sur les propriétés 
physico-chimiques de quelques gas, en relation 
avec les travaux de révision du poids atomique de 
l’asote. In-.'((a 8 -j 3 ) de 1/(7 p. avec lalig.etpl.; igug..âfr, 

GUTOU (E.), Capitaine de Prégalu, Examinateur d’admis- 
siuu U l’Ecoiu navale. — Note 8 ur les approximationi 
numériques. 3 *éil. In-S (a3-i4)dea,sp.(i9ii9. o fr.75 c. 

HARET (S. P.C.), Ducicu. és .Sciences, Piiifesseur à 
rpiiiversilé et à l’École dos i’nnts et Chaiissi-eB do 
Biichurcst, Membre de l’Académie Huiiiiiaine, Ministre 
d'Éiut. — Mécanique sociale, ln-8 ( iS-iG) do aâG pages 
avec ligiii'es ; igiu. ô fr. 

HELBRONNER (Paul), Ancien élève de l’École Poly- 
technique, Lauréat lie l'Institut. — Description géo- 
métrique détaillée des Alpes françaises. Volume 
III-.'; ( 3 ;i-a.')) avec flgiires et planches se vendaiii si'pa- 
rémeiit. 

Tomk I : Chaîne méridienne de la Saeoie, Volume de 
.'loK pages avec planches et 18 panoramas (dont i4 de 
0 - 33 - 2“,60 et 4 de 0“,33 -l-.SO)-; 1910. 75 fr. 

— Collection des 18 panoramas pliée au format ( 3 . 3 -âo) 

dans un emiiultagc spécial. 4^ hr. 


BENRIONNET (Commandant Ch.)- ~ Petit traité 
d'Aitronomie pratiqua à Tusage da rAatronome 

amateur, avec une Préfaee do Canillk Fi.AHiiAaiii.v. 
Brochure iii-8(33-i4) de 5 a pages avec 3 ligures ; 1911- 

HERHITE. — Correspondance d’Hermite et Stieltjes, 

piibliéo par les soins de B. Baillauo, Directeur do Pub- 
aervaloire de Toulouse, et H. Kourgst, Mettre de Con- 
férences à l’Universilé, avec une Préface de E, Picard, 
Membre da rinslitiit. 9 vol. iii-8 (s 5 -i 6 ) se vendant 
séparément. 

Tour I (8 novembre ih-'ia-aa juillet 1889). Volume 
de xx- 477 page* a*ec 9 portraits; 1904. iG fr. 

Tout II (18 octobre 1889-1.5 décembre 1894). Volume 
de vi-4.57 pages avec 1 portrait et un fac-similé; tqoS. 

iG fr. 

HÉRMITE. — (Euvres de Charles Hermite, publiées 
sous les auspices de rAcadémie des Sciences, par Emi.s 
Picard, IMembru dn l’InsLitiit. Volumes in-8 (iS-iG) se 
vendant séparément. 

Toae I. Volume de rl-. 5 üu pages avec un portrait 
d’ilermito; igoS. 18 Ir. 

Tour H. Volume do vi-Sao pages, aven un portrait; 
1908. 18 fr. 

Tour III. {Sous presse.) 

HERE (Q' W.). Professeur k l’Ilniversité dn Breslau. — 
Les bases physico-chimiques de la Chimie aifaly- 
tiqna. Traduit do l'iillemand pur E. PniLirri, Licencié 
és sciences, ln-8 (a. 3 -' 4 ) de vi-iGy pages, avec i 3 fi- 
gures. firtiiiine; igug. 5 fr. 

ROGNON (J-), iDgénieiir-Chimistc diplOroé, Chef de 

service du Laboratoire dc.s F.sskis chimiques, mécaiii- 
qiieH et élei^riqiies nui Forges il’Audlucoiirt (Doubs), 
- Traité d'analyise chimiquet métallurgiquea à 

l'usage des chiitiistea ot iniinipiilntoiirs du Laboratoire 
d’Aciéries Thomas, ln-8 (’A. 3 -i 4 de ix-i 55 pages avec 
i 3 ligures; (B. T.) 1911. Sfr. 

BODEL (J.). — Tahlaa de Logarithmes h oinq déoimaJea 
pour les nombres et les ll|n« trigonométoiques. sui- 
vies des Looaritbmes d'audition et de soustraction 
on Logarithmei de Gauas et de diverseï Tablea 
nsnellea. Nouvellsédition, revus ei sugm., in-8 (aS-iG), 
1911. {Autorise pur décision ministérieile.) 

Broché, a fr. | Cartonne. 9 fr. qâ o. 


HUMBERT (0.), Membre de l’Institut, Professeur h 
l’École Polytechnique. — Coura d’ Analyse />/-o/Mxé à 
f Ecole Polytechnique; a volumes in-8 (a 5 -ib), se ven- 
dant séparément. 

Tour 1 : Calcul différentiel. Principes du calcul inté- 
gral. Applications géométriques; avec iii figures; 
1909. 16 tr. 

Tour II : Complément de la théorie dei intégrales 
définies. Fonction» eulériennet. Fonctions d’une 
variable imaginaire. Ponction» elliptique» et appli- 
caftoHt d'équations différentiellts ; vioe 91 figures; 
1904. 16 fr. 

INSTITUT DE FRANCE. - Pbir ru Catalogue général ; 
Mémoires de rAoadémlo des Soiencea. — Tablea gé- 
nérales des Travaux eentenna dans les Mémolroa dt 
l’Aeadémie dM Solanoat. — Roeuail da Mémoirsi, 
Rapports et Doonmonta relatila h l’observation As 
passage do Ténu sur lo Solofl, on 1874. — Mémoiros 
rMatils à la nonvella maladia da la trigna. - Mliaioa 
du Cap Horn. 


ISTEL (Paul) «t LEMONON (E.), Docteurs eu droit, 
Avocats R lu Cour d’appel de Paris. — Traité juri- 
dique de l’indutrie électrique. Manuel pratique d» 

législation, réglementation et jurisprudence en matière 
de production et distribution d'énergie électrique, ln-8 
(’i 3 -i 4 ) de viii> 4 i 5 pages; 1911. 8 fr. 



MHIN ;J.)i SocréUiro pe^éluel de l'Aeadémie <t«( 
Seienre», froreMeurde Physique k l'Keole Polytechnique, 
et BOOTT (E, ), Profeeeeur ■ U Fecullé dei Science*, 
— Court do Phyiiquo do l’Êeolo Polytoohniqae. 
4 ‘ édition, tugmentAe et entiérameni rernitilue par K, 
Boctt. J f«rU Tol. iii-8 (aH-i 4 ) de pliia de 4 oo«* !'•. 
ATOC flgiirra et t/| planches sur ncicr, diint n en 
cmiieur; t)*85-i89i, 79 fr. 

Pria dus 3 Suppléments ; i8tj(i, iSijg, 1906. iS fr. 
(Demander la prospecta* déUillé et la Table |>énénile 
des matières.) 

JANET (Paul), Prorosseur a In Knculté dni Sciences de 
Paris, Directeur de l'École supérieure d’Électricité. — 
Leçons d'Ëlectrotochniquo générale prufessées à 
l’École supérieure d’Éleclricile. Trois volumes iD-8 
avec iiombrenies li|;uros. 

Tome I : (îenératitéi. Courant» eoniinus. 3* édition, 
revue et nuginentée. Volume de vn-^iâ pages avec 
178 II (turcs; igiK). i.H fr. 

Tuuk II : Coiiraatt alternatifs sinusoïdaux et Hott 
sinusoïdaux, Alternaleurt. Traasformalrurt. édition, 
revue et aiijmeiitée. Vol. deiv- 3 i 5 panes, ovee iSq ; 
iqin. Il tr. 

T«mk III : Moteurs à courants alternatifs. Couplage 
et compoundage des alternateurs. Transformateurs po- 
Ijrntorphii/ue», édition, revue et augmentée. Volume 
de iv-.j.'>() pagi>s, ovoe 1 99 ii['iii'<.-s ; 19(18. 11 fr. | 

JANET (Paul). - Preinieri principes d'Elactricité 
indnsülelle. Pile*. Aeeumulateurs. Dynamos. Traat- 
formatenrs. 6* édition revue et corrigée, ln-8 (î3-i4), 
avec 1G.3 fig.; i(}in. G fr. 

JOnFFRET (G.)i ancien Élève de l'Écolo Polytechnique, 
Membre de la Société mathématique de France. — 
Mélanges de Géométrie à quatre dlmenaions. I11-8 

( i‘,ï u(i ) de *-'J!i!7 liages avec 49 lig. ; igoii. 7 fr. 5o c. 

JOUGEET (E.), Ancien Professeur « l’ÉVole des Mines 
de Saint-Ktieniic. — Lectures de Mécanique. La 
Mécanique enseignée par les auteurs originaux. 

■s volumes in-S (a.'i-iG) se vendant sépnreiiient. 

!'• Paktie i Art luiissaaee de la Mèeani'/tte, Volume de 
viii-JoG pages avec 8.î ligures; 1908. ^ fr. 5u c. 

II'I’astie; L'organisation de la .thlcanique. Voliinie de 
viu- aS.'; page» “ven 3i ligures; 1909. 10 fr. 

KERSTEN (C.), lugénieur>Arcliitccte, l’rufosseiir à l'Eoole 
royale de travaux publics de Berlin. — La Construc- 
tion en béton armé. Traduit d'apres la 3* édition «I- 
lemniiilcpar P. PoissntMox, Ingénieur K. (i. i,. 3 volume* 
in-8 (3,3-1./)) se vendant séparément. 

!'• Pahtik : Calcul et e.récuiion de.» formes élémentaire». 
Volume de 19') pages avec 119 ligures; 1907. G l'r. 

Il* I’ahtie ; Application à fa conslruettun en élévation et 
eu sous-sol. Volitiiic de vii-i8o pages avec ^97 ligures; 
ii|oS. 9 l'r. 

LAISANT ( G.-A.), Itépélitcnr ii l'Eculc Polytechnique, 
Docteur ès sciences. — La Mathématique. Philoso- 
phie. Etisrignemeut. u* éditiui» revue et coprigée. In-N 
(3.3-1.') ) J« ïii-343 pages iivcc .3 tigiiies; cartonné; 1907 
( U. S. ) 5 Ir. 

LALANDE. Tabloïde Loaahttanai pour loi Nombres 
et loi Sinus s CINQ DECIMALES ; revue* par li> baron 
Reynaué. Aouvelleedilinri, augmentée de Formules pont 
la Rétolutiou det Triangles, par Hailleul, typographe. 
In- 18 ( 1.3- le ) ; iqoiS. ( Autorise par décision du Afinsstre 
de l’ Int traction puhliqur.) 

Broché. 1 Tr. | (tartonné 3 Ir. 4 o c. 

LALLEMAND (Ch ), Ingèniéur en chef de» Mines, Direc- 
teur du Nivelleini'lit gciiêrni de lu Krnncc, Memlu-e du 
Kiii'ciin des l.niigitiides. -- Mouvements et déforma - 
tloiiB de la croûte terrestre. Marées de l'écorce, 
exhaussements et affaissements séculaires du sol. 
sAltérations lentés du géolde. In-uia'l-t.)) de .3s pages. 

avec là ligures, ifjoij. o Ir. 73 c. 


LALLEMAND (Gh.), iiigénicnr en chef des Mines, 
Directeur du Nivellement général de la France, Membre 
dir Bureau de* Longitudes. — Les mgréos dO l'écorco 
et l'élasticité du Globe terrestre. I11-8 (33-14) de 
90 pi|p)8, arec i4 figures; i ,ii). 1 fr, 5o c. 

LAROSE (H.), Ingénieur de* Télégraphes. - Etat actnol 
de la Télégraphie sons-marine. Brochure in-8 (iS-iG) 
de .3o pages avec 3 llgiihis; 1909. 3 fr. 5o c. 

LEBON (Emait), Agrégé de l'Unirersiip, Lauréat de 
l'Académio française, Curreapundout de l’Académie 
royale de* Sciences do Lishonne et de la .Société royale 
des .Science* de Liège, Membre hniiorslre do PÂ-s- 
démie do Mcu. — Savants du jour. Piograptoe. 
BihUographie anal) tique des écrits. Volume* in-S 
(i8-t8) sur papier de Kollanilé avec nu portrait en 
bcliognivurc. Se vendant icparémeiit. 

— Gaston Oarboux. Vol. de viu-Sn p, ; 1910. 7 fr. 

-- Henri Poincaré. Vol. do vm 80 puges; 1909. (A«r(*.) 

— Emile Picard. Vnl. de Viii-8n pages; 19111. 7 fr. 

— Paul Appell. Vol. de viii-71 page»; 1910. 7 fr. 

LEFEBVRE (B.), S. J. -Cours d'Algëbre élémen- 
taire à l'iisago des cour* moyens et des classes d'hii- 
maniiét. 3* édition, ln-6 (‘.u-i4) de viii-GoS pages; 
1909. 3 fr. 

LEFEBVRE (B.) S. . 1 . - Recueil d'exercices et de 
problèmes d^Algèbre élémentaire. 3 ’ ediiien. In-8 
( 3 i-i 4 ) de 380 page»; 1909, 3 l'i'. 5 o c. 

LEVY (Manrioe ), Membre de l'Institut, Ingoiiieur eu chef 
des Ponts et Chaussées, Professeur au Collège de Frame 
et k l’École Centrale de» Arts et Manulaciures, — La 
Statique graphique et lea appUcatious aux oonstrue- 
tions. 4 vol. in-8 (3.S'|6), avec 4 Alla* du même formai. 
{Ouvrage honoré d’une souscription du Ministère de» 
Traraux publiet. ) 

I" Partie. — Principes et applivaliont de Statique 
graphique pure, 3* édition- Volume de XXX-S98 p,, 
averiigures et un Atlak de aS plaiiehes; 1907. 93 Ir. 

Il* Paetib. — Flexion plane, Ligneià influenet. Pou- 
tres droites. 3* édition. Voliimii de xiv-.34.'> P*ge*i 
avec Hgure» et un Atlas de 6 pi.*, i883. i& fr. 

(Il* Pautik. — Arcs métalliquei. Ponts suspendut ri- 
gides, Coupoles et corps de révolution, 3* édition. 
Volume de ix-4 18 p., avec Hg. et un Atlas de 8 pl.; 
1887. 17 l'r, 

IV* Partie. — Ouvrages en matonaerie, Systèmes 
réticulaires à lignes surabondantes. Index alphabé- 
tique des quatre Parties. 3* édition. Voliiiiin de 
ix-35o p. avM flg. et un Atlas de 4 pL; 1888, i5 fr, 

LINDET (L ). — Le lait, la crème, le beurre, les fro 
mages. (Principes de l’Industrie laitière), ln-8 

(a.3-iG) de x-S'jii |<sges, aven 10 figures ,; 1907. ' I3 l'r. 

LUCAS DE PESLOUAN. - N.-B. Aboi, sa vie et son 
oeuvre, ln-8 (ai- 1.3 ) de xiit-iG9 |iagf», avec iin purti-ait; 
19011. ( jirloiiiié. 5 l’r. 

MAILLARD (Louis), Prnrrsseiir ii l’1)iiiver*il('> de Lan 
saune. — Les cométes et la comète de Halley. 
ItruHiure iii-8 (a3-i8) (le 48 pages, avec 19 ligures; 
i9n;'. 3 fr. 

MAILLET ( Edmond ), Ingénieur de* Ponts et (’.bniiNsèe*, 
Répctiicnr à l’Ecole Polytoclinique. — Introduction à 
la théorie des nombres transcendants et des pro- 
priétés arithmétiques des fonctions, ln-8 ( .!.3-iij) 
de \--j~a piigea; iqoli. 13 fr, 

MANNHEIM (la Colonel A.), Profeuseur k l’Kcule Po- 
lytechnique. — Principes et Développements de la 
Géométrie cinématique. Ouvrage contenant de nom- 
èreutee applications il la Théorie det turf aces, ln -4 
(38-93), avec 186 figures; 1894. aS fr. 
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MAREG (Engène), Ingénieur dlplâm** de l’Eeole oupe' 
rtoiiro d’Elertriciié. — Lei anroulamants induatriela 
daa machines à courant continu et d courant alter- 
nntif.' iii-ii (ii5-i6) de a4o p-i «vpc -ita llg.; iyi'>. g fr. 

MASCART (E ), Membre de rinetitut, Proreùeur eu 
Collège de France, Directeur du Huronii Central méiéo- 
roiogique. — Traitd d'0pti(|ue. I Totumof in-d (a 5 -i 6 ) 

avec Atlas, ae vendant séparément. 

Tout I ; Syuhtnet optit/uei, /nlvrféreMee*. yihrtUtom. 
DiJfraeti’on.PolatùiUion. Double rd/raeli«a.Avec igg fi- 
gurai et a pl.; 1889. 20 fr. 

_ Tous II et Atlai : Profriélét dei orUtaux. Puhtriea- 
tioa rotatoire. Réflexion vitrée. Ré/trxinn métallioue. 
Réflexion erieiatline. Polaritation eKramatiqae, Avec 
ii 3 fig. et Atlas eonteDSiit a planches sur cuivre dont 
une en eniileur (Propriétés des nriitaui. Coloration 
jns cristaux par les inierrôrances) ; 1891. a 5 fr. 

Tons III ; Potarieatioa par diffraction. Propagation 
de la lumi^rt. Photométrie. Réf radiant aetronomiquee. 
Avec K.t figures; i 8 q 3 . ao fr. 

MASCART ( Jean ). - La Comète de Halley. (11-8 

de 1U7 pngps, avec ifi fi;;iii'oa; igiu. ■ (r. .'in. 

MATHIAS (E.), Professeur do Phyai<|Uc n lo Faculté do» | 
Sciences de r<>uloiiie. — La point critique des oorpé 
puri. ln-8 de Viii--J3.^ pngrs. avec figures : 

1904. 7 fr. 

MATOB (B.), Professeur ù 1-K. oie des Ingénieurs et à | 
la Faculté des Sciences de l'Uiiiv'rsité d« l.uiisiiiiiic.— 
Statique graphique des systèmes de l'espace. 
In-H ( ;t4-in ) <i« iv-308 pages, avec i(i figures et un 
atlas de 7 plancliHi, igin. 8 fr. 

METZ (6. de )■ - La double réfraction accidentelle 
dons les liquidas. I11-8 ( de |<S> pnges, avec 

;fi figures; Curtoniié. {C. S./ * IV. 

MINISTÈRE DE L'INSTRUCTION PDBLIQDE. - 
Mission du Service géographique de l'Armée pour 
la mesure d’uu arc de méridien équatorial en 
Amérique du Sud .sous le cmitréli' S('i<iiililii|ue de 
rAGAOi;.HiK uns .Scia, sera (i«ii9 iyo(i|. Volume» in-.'; 
le vendant sépuréiucnt. 

La publication des triivaiix <le la Mission dit Service 
géogritpliique <lu rAniiéc qui, de 18911 a lytrfi, a mesuré 
un arc da inériaicn équatorial en Aniériqiic du Sud «t 
rHHseniblé à cette uecusioii de tiiimbreiiscs obtMU'valions 
de toute nature, ne puiirsiiivra a partir <l« igic, par les 
soins du Service ('éugraiihiqui! de l'Année et du 
Miiaeiini d'Iliatoirc lintiirelle, sous le haut rootrélc 
scientiaque. de l'AcadéiniH de» Scioiii'ea, coiifurmémoiil 
su plan d'ensemble suivant: 

A. - lIl.STOUiyilIt. 

Tomk I : hietorique de la Mlesidn. 

n, - r.EODESIK Bl A.STROnilVIIE. 
iuMti 11, FAai:iCin.K 1 : Ifoiicet sur tes station*. 

lOMulll, Kascicblr* 1 : Angles azimutauj;. Volume de 
aali pages, ivec g ligures et 
17 planches; 1910. 33 fr. 

IMme III, Fa-sciciiie 2 : C^ompensation dos anflee, oaleui 
(les tridiigtes, ( Sous prstao. ) 

» ' » 3 : Latitudes, lougiludes et azimuts 

géitdésiifues. 

s » 4 : nivellement et altitudes. 

I) it Ü : Caleut de la longueur de Pare. 

n U 6 : Latitudes astronomiques obser- 

vées aux cercles méridiens 
( !'• partie ). 

s » 7 : * Latitudes astronomiaues obtet*- 

vêes aux théodolites à mi 
croseoprs (a* et 3 * partiea) 
Vol. de p.; lyi I. 3 o fr 


Toai III, Fasciculs 8 : Latitudes attronomiquet obttr- 

vés.t aux astrolables à prhme . 
Tous IV, FAaciciii.E 1 : Diffirenees de longitudes et 
azimuts astronanuques, 

» » 2 : Pesanteur. 

» s 3 ! Discussion générale des résultats, 

conelnstons. 

Tous V, FASCicni,E 1 : Triangulation, topographie et 
jbécnigntfphic ae ta région 

» » 2 : Triangttlatiou de la région cen- 

trale. 

» » ,'l ; Triangulation de ta région sud. 

» • : Météorologie 

>1 » 5 : Magnétisme. 

C. - histoire naturelle. 

Tous VI : P.thiiograpliie ancienne. 

Toiie VII : Anthropulogie ancienne. 

. Tous VIH ; Ethnograpkic actnelle, Anthropologie ^ac- 
tuelle. Lingiiistiqiis. 

Tome IX : Zoologie. 

Fascicule 1 : ' Mummiférc.f, Oiseaux, rrochilidiv. Vol. 

dciv-i78p. avec ta jil.; lyii. ao fr. 
» ‘2 : Reptiles, Poissons. 

F»tci(:ot.t *:! : Uol’osquft terrestres et flueUliles, par 
Liicis Oekmain. -- .MoUmques martsss, 
par f.iiotVBu Laiev. - etnnétides poli- 
ekétes, par Tu. (isAvisn. — Oligoehites, 
par W. Mh'.h.ielsem. ViiI. «lu iv-iJg pages, 
avec a ligui'BS (tt 10 phinciiBs; i^in. 

Tojie X ; Insectes, lloUmique, Fossiles, 

Les fsMüculM liai Mjnl luiiniué» d iin »»lérl»i|ot ont paru. 

MOCH (liaston). — X-Lexlque. PocahuUire de t argot 
de PÉcole Poirtechnique. Iii-S (a.'i- lü) «le 70 pages, 
lym. ' 5 " 


MONTEl (Paul), Dueleur és science». Prol'usseur au 
Lycée Eiili'uii. • Leçons sur les séries de polynômes 
à' une variable complexe, lu-s ( 'i.t-i'i) de vin ia«p.; 

avec ! ligure» : lyio. .f IV, .)o. 

MONTESSUS (R. de), Docleiip è» srioueos mathéma- 
tiques, Laurent <lo riustitut. - Leçons élémentaires 
sur la Calcul des Frobahilités. I11-8 (:« 5 -i<)) de 
vi-iyi pntpjs avec 17 figures; lyoS. 7 tr. 


dn Pharmacie «le rUiiivc ... 

fondamentales de Chimie organique. 3* édition 

revue et iiilte au couraiil des derniers travaux, ln-8 

(3.3-1 1 ) de yi-.3.')'i pages; lyiü. 8 tr. 5o C. 


NIELSEW (Niela), Professeur d'aniilyso aupéi-ieure. •- 
Théoria dis (onctions métasphériques. Cmin pro- 
fessé â riotivcrsiié de Uopenhagiie. ln -4 (i 8 -a 3 ) de 
VU-213 pligi'S; igii '■< f*"- 


NIEWENOLOWSIl (B.), '•‘''pcelw'i' A<'«'ii'™ie de 

Pari», Hocteui- «» Sciences, et GERARl) (L.), Prolrx- 
seiip au lycio’ Ainpèrts Ilucleur ès .Sciences. — Loçons dO 
Géométrie élémentaire conformes aux programmos du 
37 juillet igu t pour la classe do Première U et D et des 
Mathêinidîques A et K. 

l. (iéamétrU plane. In-8 (j:t-i4)de xx-j5i pages, 
avec aa6 fig-, cartonné h ranglaise; 1907. 3 fr. .5o e. 

Urocllê ï fr. 5o c. 


II. (léoméirU data t'etpace, In-8 (îS- ly) de iv-JJop,, 
avec 353 figures, cartonné a l’anglaise ;i907, .1 fr. 5oe. 

Broché 1 fr. ho 0. 


NOOON (A.), I)«»:teiir es scieuces, IngéiiieiiiwChliolste 
E. 5. R., ex-adjniiii ù l’Observatoire «TAslronomie 
physique de Paris, Officier de l’Inatructioii publique.— 


ln- 4 «; R. 
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L'toUon électrique du Soleil, Son râk dant lot pké- 

Homi/ies casmiifuet rt trrresiros. In-i6 (i!)*i3) de 

iv-ioop., avec i8 fi(;. et 4 pl.l 'D'o- 3 fr- *5. 

OCAGNE ( Heurice d'), IiiK^nicur «n chef don Pont» et 
Chaiis»ées, Profeaeeur à l'Ecolo dee Ponle «l Chattaaée*. 
— Leçoni sur la Topométrie et la Cubature dai 
Terraiaee eomprenant deH nutiona antnmaires de No- 
moqraphir de* notions clénientiii^* lur la probahiHtd 
de* erreur* «t une Inatnictinn eiir l'iisafie de la règle. 
■ln-8 (a5-i6) de viii-ïtt pages, «ver tlgure*; 1910. 

B fr. 5o. 

0CA6NE (Maurice d'). Ingénieur eir chef des Ponts et 
Cliiiussec*. — Notions élémentaires sur la probabi- 
lité des erreurs, lu-8 (a5-i«) de 3» p«^pis, avec 
s flglll'es. i[)in. a fr. 

OCAGNE ( Maurice d'). - Instruction sur l’usage de 
la règle è Calcul, hrorhuro ii»-8 ( ï 5 -i 6) de 8 page*; 

Içiin. O fr. 5o 

OSTWALD ( D' W. ). — Éléments de Chimie inorga- 
nique, traduits do l'atleniaiid pari,. Lstsao. a volumes 
in-8 ( i3-i(i ) se vendant séparément. 

!'• Pastik : MétaHoidet. a* édition {Sont presu.) 
Il' Pastik : d/d/a»*. Volume de 4.10 pages .iveci7 ügiirus; 
190.Î. |5 fr. 

PANIS (Vice -Amiral), Membre de. rinatitut et du bu- 
reau dea Lotigiliides, (lonsei-vateur du Muare de 
Marine. — Souvenirs de Marine. -- Collections de 
plans ou dessins de navires et bateaux anciens on 
modernes, existants ou disparus, arec la ét menu 
nufttért^ue» ntcessairet à leur cnnitmelion. Publieotiou 
eonlinuée par les soins de l’AusnauiE nas Scienou. Sis 
beaux albums reliés) de flo planches in-planu, 191e 
(»• tirage), 1886, 1889, 189a, 1908. 

Chaque partie *« vend séparément. a.S fr. 

PELLAT (H.), Profeseeur k la Faculté des Science* de 
rUniversito de Paris. — Cours d'Elactlioité. (tlueas 
OR LA FACuLTt DES SciERCKS. ] 3 voliiines in-8 (l.5-l6) 
se vendant séparément. 

Tout I ! ÈhetrotMique. l.oit d’Okm. Thermo-éler- 
trieiie. Volume de vi-3ag pagea avec <45 figures: 
1901. 10 fr. 

Tout II : /tleelrudrnami^ue, Htagnéliime. Induction. 
Mettirts éleetro-magneU^neo, Volume de iv-334 P«(î«» 

avec atii figures) 190.3. 18 fr. 

Tiiui 111 : Èleotrolyi». t.lectrnoapillariU. Ions gâteux. 
Volume de vi-ugo pages, aven 77 figurea; 1908. 10 fr. 

PERRIN (Jean), Chargé du Cours de Chimie ph7si<|ue k 
la Faculté des Sciences de Paris. — Traité de Chimio 
physique. Les Principes. iii-B ( n5-i(i j avec 38 figures; 
1903. 

broché.... 10 fr. | Hoiié cnir souple. i3 fr. 

PETERS (O' J.), Observateur a l'Institut royal de Cal- 
culs astronomiques. — Nouvelles Tables ds Calcul 
pour la multiplication et la division de tons les 
nombres de 1 à 4 chiffres. In-folio (.37-a.3) de vi-.'ioo 
pages; iqoy. 19 fr. 

PETIT (P. j, l’i'ofesaeiir à rUiiivorsité dn Nancy, Direc- 
teur de l'Éenlede Braxserio. — Brasserie et Halterio- 
ln-8 ('A.l-ib), avec 89 figures; igo4. Carlnnné.. ta fr. 

PETOT (Albert), Professeur de Mécanique à la Faculté 
des Seiencps de l’Univeraité de Lille. ■- Etude dyna- 
mique des voitures automobiles. Volumes iii-4!a7-'ia) 
autogiapliiés. 

Tout I : Prociurlloii du mouvement de la loeomoliuu. 
Utile du difféi tntirl. Mode d'action dei retturt» et des 
tandages pnrumalii/uet. Volume de iv- t07 pages ••ee 
figures; lyoü. ta fr. 

Ions II : Éanilihre et légularùation du moteur i 
explosiûiii. Emvrnyuge. Changement! de vitesta. Freins. 


I*' FAictGQLa. ùe moteur à un (^■lindre. Vpltime de 
1 >6 pages, avec, flgnrei; 1910. 7fr. 

l'OMK III : Direre fjrtikmet de transmission par car- 
dans. Comparaison entre lee voitures à ekathet et les 
voi/utes d cardant. (En préparatiou.) 

Tome IV ; Théorie des virages. Coaditione de staU~ 
lité dans les eourhes et sur les pentes. (En préparation,) 

PETROTITCH (M.), Prufeaseur k t’Univorsité dé bel- 
grade. — La Héoaniqne dos phénomènes fondés 
sur les analogias. lu-8 ( ao-i3) de gfi pages avec 1 14 flfi-i 
lyofi. (C. J.) a fr. 

PlCARl (Émilè), Membre de l’inalitut, Profeiiciir k la 
Faculté dea Sciences. ~ Traité d’Analyte (Cours de la 
Faculté des Seienees.) a* édition, revue et augmentée. 
4 vol. in-6 (a5-i6). 

Tant I : Intégrale* simple* et multiples. — L*iquation 
de Laplaee et*es apaUeatinns — nérelopoements en séries, 

— Applications géométriques du Calcul inJinUtsimal, 

Avec ail figures; 1901. t6 fr. 

Tont M : Fonction* harmoniauet et fonction* analy- 
tique*. — Introduction à ta théorie de* équation* dif- 
férentielle*. Intégrales abéliennes et turfacet de Fiemenn; 
avec 58 ilg.; 190.V 18 fr ' 

Tont III : De* singuiaritit des intégralet des éqnationt 
différentiellet. F.tude du cas où la variable reste réelle et 
dee courbe* définie* par de* équations différenlietles. 
Equations linéaires; analogies entre les équations algé- 
briques et les équations linéaires. Avec aS tlgiirea; 
1909. 18 fr. 

Tont IV : Equations aux dérivées partielle*. (En prép.) 

PICARD (E.), Membre do l'Institut, Professonr à rUni* 
Tcrsité de Paris, et SIMART, Capitaine do frégate, 
RépoiiUMir à l'Eculo Polvtooliniquc. — Théorie dOS 
Fonotiona algébriques de deux variablai indépan. 
dantes. a volumes in-8 (a.5 -i(>) su fondant séparément; 

Tonk I ; Volume de vi-;t.5G p. , avec Ilg.; ilîyy. y fr. 

Tont 11 s Vol. do vi-5a8 p., avec Ilg., 1906 ... 18 fr. 

POINCARÉ (H.), Membre de ITiistitui, Professeur k la 
Faculté des Sciences. — Les Héthodsi nouvelles de 
la Mécanique edlesto. 3 vol. in-B ( aS- 6 ), se vendant 
séparément. 

Tons I i Solntioni périodiques. — F/on-exietenee dr* in- 
tégrale* uniforme!. — Solution* a*rmptoliquet. Avec hgii- 
res; 189a. la ir. 

Tout II ; Méthode* de MM. ffetwornb, GyUnUf Liad- 
itedt et Boklin; 1894. lA fr- 

Tons III et dernier : Invariant» intégraux. — Solutions 
pèriodiqurt du deuxième genre. — Solutioni doublement 
asymptotiques; 1899. i3 fr. 

POINCARÉ (H.). Membre do l’Institut. — LofOUS de 
Mécanique céleste. 3 vnlumos in-8 (aS- 1(>). 

Tome I : Théorie générale des perturbations ptanè- 
taires. Volume do vi-367 p. avoe 3 Rg. ; igoS. i a fr. 

Tome II. - f|" Partie) : Développement de la fonction 
perturbatrice. Volume de tr-167 p.; >907. 6 fr. 

— (Il* Partie) : Théorie de la Lune. Volume do iv- 
t37 pages; 1909. Sfr. 

Tome III : Théorie des Marées. Ilédlgé par R. Fichot, 
lilgéiiieiir hydrographe de la Marine. Voliimo do 
•v-'i7* p. avec Wi lig. ut a pl.-; 1910. lO fr, 

— La Théorie de Maxwell et las oscillations hert- 
■iennoi. La Télégraphie sans Al. 3* édit. In 8( an- 
i3 ) de 80 I»., avec 5 fig., cartonne ( C. S. ); 1908. a fr. 

— Thermodynamique. Leçon* ;)rore»scei |>end*iit le 
premier semetire 1H88-1889, rédigée» par J. Hlohpih, 
agrégé de rUiiiversité. a* édition revue et corrigée. 
ln-8 (a5-iGj de xix-page* avec 4* figures; 1908. lO fr. 

PONTHIÉRE (H.), Professeur de métallurgie et d’élec- 
tricité induatrialle, Directeur de l’institut électro- 
mécanique k l'Univeralté de Louvain. — Traité d’EIOO* 
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troinétallaKg1«. Tkioru it dhetrolrn, 

Tuket, ‘tôh*, f it g^moplûstifues, Affinage^ irtiiUment 
rfw mûieraf*. Fuaiom, taudare, trlag*, 4* ndition. ln-8 
(i&- 16) de vi -386 pages, ivei; 107 Hgiiree ; igio. i 5 fr. 

PROUST (fieorgee), lng<ini«ur Civil. — Rarchercha I 
pratiqua et exploitation des minaa d'or. In-i6 (ig- 
t») do iv-iia page» arec i4 lignrei ; igii. a fr. 75 e. 

PUISEDX (P.), Ailronomeà rOlucrvatolre de Paria. — 
La Terra et la Lune. Forme exiérUure et itnuture 
interne, (Enwu MouvKbtiia aua i.’AaTaoNOMii, par Ch, 
André et F. Puiteux.^ fn-8 (a5-i6) do iÿ-i 76 pogea, 
avec a8 flgares et 36 planehea; igo8. 9 fr. 

RàBOZÉE (E.), Capitatiio commandant du Gdnio. — 
Goura de réaiitanoe des HaMriaox donné à l’Rcolé 
d'application de l'ArtllIerii! et ilu Génie de Kelgiqno. 
a* édition du même Couva publié en 1896 par E. Léman, 
Major du Génie, HaaniinaleUr permanent à VEeole mili- 
tairo. I11-8 (35-16) de xxxii-ggS pagea avec 3^0 figures ; 
1910. ."Jn fr. 

RAMSAY (William) D. Se. — La Chimie moderne. Ou- 
vrage traduit do l'anglais par 11 . ok Mirrovia. 3 volumea 
in- 16 (ifj-ia) se vendant séparément. 

I'* Pabtii : Chimie ihiori^ue. Volume du iv-iCn pagea 

avec 9 flguroa; 1909. 3 fr. 75 e. 

Il* Paktiï : Chimie detcripiiot. Volume de v-375 page»; 

Kjti. 4 fr. .30 c. 

RRPERTOIRG BIBUOGRAPBIOUE DES SCIENCES 
MATHEMATIQUES, publié par la Cammiuim ptrma~ 
nente du Répertair .Parait succeaaivement par lériea de 
ion fiches format in-53 (i4-9Ji reiifcrniées dans un étui 
en papier fort. Pria de chaque série; 3 fr. 

Les dii-neiif premières séries ( ricéea 1 É 1900, 1894* 
1910) sont mises en vents. 

RIOLLOT(J.), Ingénieur civil des Mines. — Les Carrés 
magiques, ('nnlribulioit à U-ur iiude, ln-8 (35-i6)de 
IV-119 pages, avec 3»« figuresi 1907. .5 fr. 

RIQUIER (Charles). Proreisourii la Faculté de» Sciencea 
de Caen, Lauréat «le rinsiltiit. — Les systèmes d'équa- 
tions aux dérivées partielles. In-S |3.Vi6) do wm- 

590 pages avec figures; 1910. 30 fr. 

ROCQUES (X.), Export-chimiste, ancien Chimiste principal 
au Laboratoire municipal de Paris. — Les induitriei 
de la Conaerration des aliments, in-8 ( 33-14 ) de 

xi-.lofi p. avec 134 figures; 1906. (iaitoniié. i5 fr. 

RODET (J.). — Lee Lampes A iucandeseence élec- 
triques. ln-8 (33 -i 4) de xi-ano pagea avec flgurea; 
1907. 6 fr. 

ROÜGBË (Eugéni). et COHEBROnSSE (Charlee de), 
-Traité de Géométrie, 7* <ïd., revue et augmentée, 
pur K. Rouent, Fart in-8 (30-1.4 ) do LX-1313 pages, avec 
703 ligures et 117.5 quostioiia proposées et preblèmea; 


1900. 17 fr. 

F* Paaria. — Géométrie plane 7 fr. 5oe. 

li* Pabtu. — Géométrie Je l'etpaee ; Cour, 
kvi et Sur/aeei ,utueilet, 9 Iv. 5 a c. 


RODCHË (Eugène) rt G 0 MBER 0 D 8 SE (Charles de) - 
Elémente do Géométrie, 7* édit, conforma au pro- 
Kramme du 3 i mai 1903, revue et complétée per 
Euutaa RouenS, Mémbro de l’Institut, Professeur au 
Conaervatoiro d«i Arta et Métiers, ln-8 (33-i4) <U 
xi,- 65 i pagua, avec 485 llgurei et 543 quealioDi propo- 
aéeseteieroicra; 904. 6 fr. 

ROZË ( P.), Licencié ès scioncea. — Théorie et usage de 
la régie A calculs. Règle Jet Reolet. Règle Mann- 
heim. Iii-K ( '-' 3 -i 4 ) de ir-ii8 pages avec 8fi flgurea 
et I planche; i(p>7. 3 fr. Soc. 


RUSSELL (Alexandra), M. A., M. I. E. E., Maître de 
Coiiférenvea adjoint au Collège de Gonvllle et Calea 
à Cambridge. — La Théorie des oonranti alter- 
natifs. Traduit de l'anglala par G. SSliomann-Lvi, 
Ancien Elève de l'Ecole Polytechnique, Inmecihur 
général des l'élégrtphea. a volume* ln-8 (s5-ifi). 

ToMt I. Volume de iv-46o pagea avec 187 flgnni| 
•909. i5 fr. 

Tout If. Volume de iv-55i pages avec 310 Rguaes; 
igit)! 18 fr. 

SAINT- PAUL (Hervé de). — Tables des lignee trige- 
nométriquei neturellas des angles et des arcs 
variant de minute en minute depuis 0° jusqu'à M*. 
ln-8 {i3-i4) dc3.î pagea; 1910. 1 Ir. 5o c. 

8ALH0R I G. ). - Traité de Géométrie analytique 
(Courbes planee), deitinéà faire «uite au Traité det 
Seetiont eonifuet. Traduit de l'anglala, sur la 3* édi- 
tion, pai O. Chemin, Ingénieur dea Ponts çt Chaiiaaéea, 
Profeaseur k l'Ecole iiatinnule dea P «t Ch., et augmenté 
d’iiiiB F.tuJe sur les points singuliers Jus courbes aige'hri- 
nues planes, par G. Halphen, Nouveau tirage, ln-8 
(33-14). avec llgurea; ryoi '* 

SALTERT (Yieomte de', Docteur ès sciences, Profeaseur 
ti la Faciillé libre des .Sciences de Lille. — Mémoire 
sur l'attraction du parellélépipédo ellipsoïdal. 3 vo^ 
■unies iu-8 (36-16) so vendant séparément. 

1 “ Pasciciü.k. Volume lie xn-340 pages avec ligorcs; 
1..0 V, fr. 

Il* FsscicrtE. (SoM presse.) 

SANFELICI (G.), Ingéninir. - Le calcul tachéomé- 
trique simplifié. Tables à graduation fentesimate et 
sexagétimale suivies des logarithmes des siombres. et des 
fonetwns trigvnumétriquet. 3* édition, ln-4 (•Ji-34) de 
Vli-3f)3 pages; 1907. i-.t fr. 5o c. 

SARRETTE (Henri), ancien Elève de l’FA^oIe Polytech- 
nique. liiKpecteur île la romplabilité générale dea Che- 
mins de fer do l'Ouest. — Précis arithmétique dss 
calculs d’emprunts à long terme et de valeurs mo - 
biliàres. I11-8 (aS-16) de 387 page*; irpjB. 10 fr. 

SATTLER (G.), Ingénieur. — Traction électrique. 
Construction et projets , Ouvrage traduit de rallimtiid 
par PiERRB Girût, ingénieur dea Arts et Manutaclures. 
in-8 (3.3-i4)de vi-195 pages, avec tj.3 figures ct3 plan- 
ches; 1908 {B. G. J. S.) 5 fr. 

SAVOIA, As-sistaiit de Métallurgie ù l'Institut royal tccb- 
nique de Milan,. — La MéUllojraphie appliquée 
aux produits sldérurgignes. Traduit de riullen. 
In-iG (19-13) de vi-31 8 p., avec 94 flg.; 1910. 3 l'r. a, 5*. 

SCHAFFERS (V.), Docteur ès solenres. — La machina à 
infinenca. Son évolution. Sa théorie, .ln-8 (35-ib) 
do viii-5ofi pages avec 197 figures; 1908. 10 fr. 

SCHILLING (Friedrich), Profeaseur k lu Terhnische 
Horhschnie dn Dantaig. — La Fhotogrammétrie 
comme application de la Géométrie doscriptiva. 
Edu<«n iraiiv.'dso rédigée avec la cullaboration de l'au- 
teur; par L. GéHAau, Di>cleur ès sciencea, Profeaseur 
au Collège Cbaptal. ln-8 (sS-ifi) de iv-io4 pages avec 
76 figures nt 5 planches; lyoS. 6 fr. 

SCBOTTIE.), Professeur à l’Ecole Eslirnoc, oi M0RIN(E.), 
Tynoifraphe, Auteur du « Dictiniinairr typographique ». 
— Lea Preaias à platine et leur emploi, ln-8 (33.14} 
de vi-54 psge.», avec 4 figures; 1910. s fr. 35 e. 

SCHRSh ( L. ). — Tablas de Logarithmes à sept dioi- 
milsi pour les nombres depuis 1 Jusqu’k {OeOOO, ft 
pourlrn fonctions trigonométrlqiieade loen loseenndri; 
et Table d'interpolation pour le ealonl des parties 
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proMrUennallM; d'un* Introduetioii par 

J, «airW. In-K (:)g-i9); 1906, 

Broelië 10 fr. | Gartoiiné... 11 fr.75. 

On vend téparémmt : Broaki. Ctrtoiai. 

Tablai d« Lofarittanei 8 fr. 9 fr. 75 c. 

Table d’intarpolatioh 1 3 a& 

SCHWOERGR (Émile). - Les Phénomènes thermiques 
de l'atmoephère. In-H (v!9-2o) dr .^8 p. ; 1911. 1 fr. 

SËFËRIAN (A.), iiijîi'iiifiir. — Notice sur le système 
des six coordonnées homogènes d'une droite et sur 
les éléments de la théorie des compiezes linéaites. 

lii'üchiiir ili-l) (2.3 -i/|) «le 8ii |m|;os ; ii|io. i fr. Soc. 

SERRET (J. A.), IMeiiiliiv de l'Institut. - Traité de 
Trigonométrie. «I* «édition, revue rt auQiiientëc. tn-8 
(a.)-i4) il<i x-.3o(i pai'es avec fîf;iiroa. (Àutoriti par 

d^eiüinn minitUriellr.) ti)i)8. 4 fr. 

SERRET li.-A. ). — Cours d'Algèhre supérieure, 
ü* l•dittoll. J l'oliiniei. in-8 (uS-i/l); 1910. aS fr. 

SERRET (J.-A ). Cours de calcul différentiel et 
intégral. (>' «-(iitioii «riineA’orc sur la théi- 

ne def fondions elliptiques, par (Iii. lliauiTa. a volumes 
iii-8 (J.'i-ifî) de \111-.i17 et xiii-ijii'i |iii);es, avec ii|;urci ; 
‘flii- a.Sfr. 

SERVICE GÉOGRAPHIQUE DE L'ARMÉE. - NouTellea 
Tables de logarithmes à cinq décimales pour les 
ligues trigoiiometiii/ues dans les deux SYsthme de la U- 
niiinn centésimale et de la division 'sexagetitHule du 
quadrant et pdur les notnbres de i à uooo. (Edition 
aDÉciAi .1 A i.’v««<:a ata Casdidati acx Kcoi.k( I'olttschmovk 
ST ar. Saiht-Cyh.) In-S (afi iH) enrionixi 1 fr. 

SOCIÉTÉ INTERNATIONALE DES ELECTRICIENS. - 
Travaux du Laboratoire central d'Électriciti. 

Vüluiue ln-8 (s8-i8) n* vanduiil Néuartmieiil, 

To»f, 1 : ( iHSi-iyo.'i). Vuliime de iv-.'ii 4 pages avec 
a 1.3 lii'lirei; igiu. i5 Ir. 

Tous II. {Saut preste.) 

SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHYSIQUE. - Collection 
de Mémoires relatifs à la Physique. rEvxitne .Skbif.. 

Voir Abraham et l.aii^evin, 

STIELTIES. Correspondance d'Hennite et de 
Stieltjes (voir Hermitr, p. 7). 

STOFFAES ( l’abbé }, Pml'eAssur adjoint a la Faculté ca- 
tholique des Sciences de Lille, Directeur de rinstilnt 
catholique d'érts et Miitiera di; Lille -- Gouri de Ma- 
thématiquae supérieures à l’usage des candidats de 
la licence èt sciences physiques. 3 * édition. 

STDRH, Membre de l’inatitut. — Cours de Mécanique 
à l'Ecole Polytechnique, publié, d’après l« vwu de 
l'auteur, psr E. Prouhei. 5 ’ éditiun, reYue et annotée 
par d. de Saint-Germain, Professeur à la Faculté des 
Sciences de Caen. (Nniiveaii tirage.) a vol. iii>8 (3.3-1/}), 
avec 189 ligures; igoS. i4 fr. 

STDRM, Membre de l'Institiii. — Cours d'Antlyse de 
l’Ecole Polytechnique, revu et corrig<> par E. Prouhet, 
Rcpétil<>iir d'Analyse s l’Ecole Pnlvtiudiiiiquc, et auj- 
meiiié de lu Théorie élémentaire des fonctions 
elliptiques, par U. l.aureiil, Rijpétiieur à l'École Poly- 
technique. i4‘ édition, mise an courant des nouveaux 
programmes de la I.inuiee, par d. de Saiut Orrmaiu, 
Professeur à la Faculté deu SeienecH de Caen, a volume» 
in-8, avec figures dans le texte ; igorp 

Rroché... i 5 fr. | Cartonné... 16 fr. au e. 

TANNERT (J. ), Sons-Directeur de l'École Normale 

Corremondanoe entre Lejenne-Dirichlet et Lieu* 
trille, fn-8 (a 5 -i 0 ) de iv-42 pages; 191a u fr. | 


TANNBRT (Joies), Rons-Dfreotettr ddh Études eelentf' 
fiqaes à rtoola Normela rapérlenre, et HOliK(JnlM). 
Proreeiear à la Ftsealté des Selenoee de Neney. - Ôé* 
ments de la théorie des Foliotions elliptiques. 4 vo- 

^ (nmes ln-8 (35-i6) se vendant séparément. (Oovuaos 

CoaniT.) 

Tous I. — Introdssetion, — Calcul di^rentiel (!'■ Par- 
tie); iSgS. yfr. Soc. 

Tous il. — CaleuldiJVrentiÉl(\l*faTÜa)] 1896. g fr. 

To» III. - CaleutialégraHl» Partie); 1898. 

8 fr. 5 o e. 

Tout IV. ~ Calcul intégral (K* Partie) et Applica- 
tions; 1902. g fr. 

TANNERT (Jules), Sous-Directeur de l’Ecole normale 
supérieiirc. - L^ons d’Algébre et d’Anelvae (J^e- 
thématiques spéciales), a volumes in-8 (a 5 -i 5 ) se ven- 
dant séparément. 

Tome I : Vohiran de \ii-. 4 a 3 pages, avec 45 figures et 
ififi ej[e.rri<‘i<s ; 1906. la fri 

Tome II : Voluius de G 3 G pages, avec io 4 figures et 
a 38 exercice», igoG . i3 fr; 

TISSE^ND (F.), Membre de l'Institut et «lu Bureau des 
Longitudes, Professeur i la Faculté dns Sciences, Diree- 
Uur de rObiervutoire ds Paris. — Traité de Mécanique 
céleste. 4 baaux volumes in-4 ( 38-2.3 ), sa vendant sé> 
parément. 

Tome I : Pet turhationt des planhtes d’apris la mé- 
thode de ta variation des constantes arUtraires, avec 
Hgurea; 1889. sS fr. 

TommII : Théorie de la figure des corps célestes et de 
leur mouvement de rotation, aven figures; 1891. 28 fr. 

Tome III : Exposé de l’ensemble des théories relatives 
au mouvement de la Lune^ avec fig.; 1R94. 32 fr. 

Tome IV et dernier : Théories des satslUtes de Ju- 
piter et de Saturne. Perturbations des petites planhtss, 
avec figui-et; 1896. 38 fr. 

TURPAIN (Albert), Docteur àa snlnnces, Pru^osseitr de 
Physique a la Faculté des .Sciences de Poitiers. — La 
télégraphie sans fil et les applications pratiques 
des ondes électriques. Télégraphie avec conduc- 
teur. Téléphonie sans fil. Commande à diitanca. 

, Préyisiou des orages. Courants de haute fréqnenoe. 
Eclairage. '■* édition. In-K (oü-ij) dn xi- 3 ()f> png. svee 
2ïo figure», cartonné à l'unglaisn (II. T.)\ 1908. ’iafr. 

TURPAIN (Albert). — Du téléphone Bell aux mul- 
tiples automatiques. Essai sur les originos et le dé- 
vcloppeniciit du téléphone. I11-8 ( a.'i-ifi) de j8r p/iges, 
avec 123 ligures; 1910. ( BiHLiorHEQiiK oe i.’Kleve InuE- 

SIECB.) 6 fr, 

TURPAIN (Albert). Professeur de. PhyM«|iie à la Fa- 
talité ’es Scienct'S du l'IInivcrHité de l’nltiers. — 

Notions fondamentales sur la Télégraphie envi- 
sagée dans son développement, son état actuel et 
ses derniers progrès ( nu Uréguet au Poiiah et Pirag 
et aux telcphatographes). ln-8 fiS-iü) de 180 page» 

■ ver 133 ligure» ; 1910. 5 fr. 

VALAT(A.;, Iiigéiiieiir principal de lu Compagnie des 
Cilieiniiis «le far de l'Est Tableaux des moments 
d'inertie et des poids des poutres métalliques cal- 
cnlésparle Bureau des Coiistriictinns métalliques de la 
Compagnie des Cbrmins de fer. ’i' éditiun. In- 8 (2.2- 16 ) 
de viii-80 pages et 6 croquis ; igiu. 5 fr. 

VALLOIS (Edmond), Architecte. — Cours de Géométrie 
descriptive à l’uaage dea Candidat» h l'Ecole des 
Keeux-Arla ln-8 (a 3 -i 4 ) de iv- 3 a 4 pSge» avec 4 1 < H- 
gnrrs; 7 fr. 5 o e. 

VIALLEFOND (Henri), Avocat «ttaché il l'Éiicrgiu éloctri- 
que du littoral méditorratuM'ii. — La contribution 
des patentes desusiUis d’électricité. lii-K (a. 3 -i 4 ) de 
th-t» pages ; 1911. 2 fr. So g. 
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TlDAL (Léon), Capitaine dn vaii*aati en retraite. — 

Munil pratiqne de Cinématique nivale et mari- 
time, à l’utagi H« ta Narine de guerre et de U Narine 
du Commerce (Ouvrage entrepris par ordre de M. ie 
Ministre de la Morinc ). In-I (aô-iÔ) deriii-i;ji pages, 
•ree iS3 Hguresi 190.). 7 fr. 5o c. 


VILLARD ( P.), Docteur és ir.ionAes, Lauréat do i'Insiiiiit. 
— Lee rayons oaUtodiques.'ln-H ( uo-ô) de m; pages 
avec 4ü iiguret, cartonné, 190!) ({'. u fr. 


PIOLEINB (A--P-). — RfonveUea Tablea pour les oal- 
oole d'intérêts eompeaéa, d’Annnitéset d'Amortiaae- 

ment. Ü* édition, entièrement refonHue pur A. Araau- 
deau, ln-/| (sS-iS); igbS. -5* 


VIVANTI (0.), Proreisciir é lu Faculté des Scicners de 
Pavio. — Les lonetiotte polyédriquea et modulaires. 
Ouvrage traduit par AaiiAaD Caiir», agrège «le l’Uni- 
versité, Professeur au Lycée d’Evreu*. In-H {»î.«f>) «le 
viii-3i6 pages avec Sa flgurca; 1910. n fr. 

WEST (Thomai'O.), ancien mouleur et ItirMteiir de 
Fonderie, Mombre do la Société anericaiiiH des lng«'- 
nioiirs mécuiiicbuis, de l'Association des fondeurs amé- 
ricains. — Lee eubilots américains (EstraitH du 
Menuet du Mouleur'. Traduit d’après la 9* édition 
amérioainfl, par P. Aubik, ancien élève de l’École natio- 
nale des Arts et Métiers, Ingénieur en chef du Service 
dea londerioH de lu Société métallurgique do r.orcy. 
ln-8(33-i4) de vi-an8 pages avec. 49 flg.; iiqo. 7 fr. 


WETHER (C.-L.). — Toujours les tourbillons. In-S 

(x.'i-iS) de aa pages avec 7 ligurrs; 1910, 1 fr. S<ic. 

WITZ (Aimé). — Cours supériour de manipulations 
de Physique, préparatoire anx cerlt/tcait d’études 
tupéneuret et à la Lieenee ( Kuolb rs Avions ns l'iivsious). 
a* édition, revue ot eugmeatée. ln-8 (a3-i4). avec 
|3F rtg. ; 1897. 10 Ir. 


WOLF (C.), Membre d« l’institut, AstronmiM» honoraire 
de l'ubacrvaioire. — Histoire de l'Observatoire de 
Paris, de sa fondation à 1793. ln-8 (a.i-ifi) do 
xil-Jqa pages avec if) plancli<««j i(joa. 1;» fr. 

lAVIER (Aqliberto), lugèuienr civil. — Théorie des 
approximations numériques et du Calcul abrégé. 

In-S (a4-«S) do x-a8i pages, avec iiguresi 1909. 10 l'r. 


ZENHECK (le Prof' 0' J.). — Lea oscillations élec 
tromagnétiques st la télégraphie sans fil. Traduit 
de l’allnmand Par P. liusciiia, U. OueRAan, E. Picot, 
Uflicirrs do niariiio. a volumes iii-8(3.i-i(i) se vcmlant 
sériarément. 

Touk I : /.« oscillations industiieltes. Les oscitlatewrs 
fermés à haute tension. >'<>l,unie de xii-5o5 pages, 
avec 41'^ égares; 1909. «7 fr. 

Tous II : les oscillateurs ouverts ; les systèmes cou- 
plés ; les ondes électromagnéliques ; la Télégraphie 
tans fil. Volume de «-/(dq pages ave<! 38o ttguras; 
1(109. 17 fr. 

ZENNECK (ProP D' J.), ProfcH.'itnii- de Pliysiqiie à i'ÉcoIc 
technique supérieure de liiiinswick. Précis de 
télégraphie saua fil vumplèmunt de l’Ouvrage ; Les 
osvillalioas électromagnétiques et lu télégraphie saut 
fil. Ouvrage traduJl de l'allemand par P. Ri.an(;iun, 
G Gdkrahu. E. Picot, OHicirrs de marine, ln-8 (ao- 
id) de x-38d pages, avec 333 figures ; 191 1 . <:> fr. 

ZORETTI (Ludovic), Maître du Goiifci-iniccs à fa Fiiriilté 
duj« Sciences «le Greiiublo. — Leçons sur le prolonge- 
ment analytique priif«ss(>us au f’.oiiuge «lu Franc». 
ln-8 (3.')-i(i) de vi-iit» p , avec .3 fig. j 1911. 3 fr. 75 c. 


(XDVRES DES GRANDS GÉOMÈTRES. 

BELTRAMI. — Opsre matematiohe di Eugenio Bal* 
trami, pubblicste per cura dalla Facolta di Sciedse 
delta R. Universita. Volumes iii-4 (38-.i3) se vendant 
séparément. 

Tous I ; Volunie de 337 pages arec un portrait de 
hcltrami ; 1903. vS fr. 

Touit II : Volume de 4^8 pages; 1904. jS fr. 

Tunt: lit : Volunie «le ')8F pages; 191t. 35 fr. 

BBIOSCRI (Francesco). — Opéré matamaticha di 
Franeesoo Brioachi, pnltblicuie per enrodel comiiBto 
per le onoranzeu Fraiiccsro Hriosebi. h volumes in-4 
(38-1:1). 

OlIVRAUK CIIMHLKT : 

T«)Vf. I . Voliinii- de xi-4i(* pages, avec un portrait 


de Rrioschi; 1901. 35 fr, 

Tomk II : Viiiiime «le viii-43(i pages; i«jo3. 35 fr. 
T«>mk III : Volunie de 4.35 pages; 11,04. 3.5 fr. 

Tomk IV Valu nu: deix-4iM pages; 1900. 35 fr. 


Touk y et derniei : Vol. de XII-55G p.; 190g. 3o fr. 

GADGET (A. . — lEuvraa eomj^étea d’Augustin Gauoby , 

publiées sniiH la direction seiantiSqiia de l'ACAOSms ois 
SciiMCSa e< sous les auspices du Ministrs si i.'Instruc- 
rion rctbiocai >*ec Ir concoure de C.-A. f^'aison, 
J, follet «i P.. Hurel docteurs és Sciences. 37 volumes 
in-i (aK-a.3). 

1'* Série. - Msiiuiacs, Notss st Asticlis cxtoaits 
lias Rrciikils dr l’Acadrsii dus Scibrcks. 13 volumes in-4 
(38-33). 

* Fomr' I, 1883 : Théorie de la propagation des ondes 
à lu surface d'un fluide pesant, d'une orofottdeur iss- 
définie, Mémoire sur les intégrales définies, — 
Tours *li et *111 : Mémoires extraits des Mémotret ste 
l’Académie des Sciences. — *Tobrs IV b XII (i884- 
1900); Sictraits des Comptes rendus de l’Acetdémie 
fie.i Sciences. Chaque volume. 35 fr. 

* Ijt Table générale de la Z" Série so vend séparé- 
ment. 3 Ir. 30 c. 

Il* Série. — MtaoiaRs sxtraits di divsrs Krcduu.Oc- 
vaaiiSB CLASSiovos, MSbowks pubuRs ks r.nars a’OnvBAOt, 
Mtuoisu pvBLiSi stSARSeiaT. 1.5 volumes in -4 (38-33), 

• Toui! 1. — Mémoires extraits du Journal de l'Ecote 

Polyteckuiaue. - - Tour II. Mémoires extraits de divers 
recueils ; Journal sir Liouvilte, ttailetin de Pérustac, 
Bulletin de la Société philomulhlque, Annales de Cer- 
gonne, Correspoaiatiee de l'Ecole Polytechnique. — 
'Tour III, 1897 ; Court d' Analyse de l’Ecole royale 
Polytechnique; ‘Ion* iV, i8«j8 : Hétumé des Utont 
données à l’Ecole Polytechnique sur te Calcul infinité- 
simal. J,rçoHt sur le Cnlcul différentiel; M’onR V | 
Lefout sur tes applications du Calent infinitésimal à 
la Géométrie; * Tours VI r IX I1887 à 1891} ‘.An- 
ciens Exervivet de Mathématiques; 'Tour X, iSgS : 
Résumés analgtiques de Turm. Nomeaux Exerdeet 
de Prague. Chaque voUme. 35 fr. 

Tours XI R XlV. Nouveaux exercices d'Analyte H 
de Physique, 

Tous XV. Mémoires séparés, 
sooiCRirTios. 

Il* Série. Tour XI, - JVouveaux exercivtt tPAnst» 
lyse et de Physique, 

Les volumes parus sont indiqués par un astérisque. 

FERMAT. — (Envres de Fermât, publiées par les soins 
de MM../'«u/ Tanner y et Charles Henry, sous les aus- 
pices du MiKrsTRRR' ut l’Irstructior' rusuooR. ln-4 
(38-33). 

Tour l ; Œuvres mathématiques divirtes, — Qbter- 
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rmtioHs sur DiopîuMte. Avm 3 BlanehM en photo- 
gnvure (portrait de Fermât, me-timilé du titre 
de l’éditioh de 1679, et fuc-eimilé d'une page de aon 
écriture); >891. ii (r. 

Tome II : CorreipondaHcr d» fermât-, iBg4' » fr. 

Ce volume contient la Correapondanee de Fermât 
avec Meraenue, Roberval, Paacal, Descartel, Huy* 
gens, etc. 

Tome 111 ; Traduction det écrits latins de fermât, d* 
« Commercium Epistolioiim » de H’alUs, de 
(' « Invontum nnvnm » de Jacquet de HUiy, — 
Supplément à ia Correspoudanc», 1896, 28 fr. 

Tome IV ; Appendice. Tablex. {5ob* preste.) 

FOURIER. — Œuvras de Fourler, publiée* par le* soins 
de Gtuton Darboux, Membre de l'Inatitul, sous tes aua- 
plcos du NmiaTÉEE de L'iHBTRUuTiae raauons. Volume 
M(28-a3). 

l'OHl I : Théorie analytique de la chaleur. Vo- 
lume de »viii>S64 liages; 1888. iS fr. 

Tome II s Mémoires divers. Volume de evi-636 pages, 
avee un portrait de Fourler en héliugravuro ; 1M90. aSfr. 

6JLL0IS. - (Envrei mathématiqnes d'Evarists Galois, 

publiée* sou* le* auspices de la Société mathématique 
de France, a«ec une Introduction par Ruiis Picaeo, 
Membre de l’Institut. ln-8 (aS-iG), avec un portrait 
de Oaloiseii héliogravure: 1897. 3 fr. 


RERMITE.— Œuvres de Charles Hermite, publiées sou* 
le* auspices de l'Académie dm Sciences par Kmii.e 
Picard, Membre de rinaliint. Volumes iu-8 (2.^-i6) 
se vendant aéparément. 

Tomr I : Volume do ii.-.'ion pages, avec un portrait 
d’Hcrmlie; iqoS. 18 fr 

Tumr II : Volume de vi-.’iso pogui, avec un portrait; 
1908. 18 fr. 

Tome III : ( Sout presse. ) 

BÜTGBHS (C.). — Œuvres complétss de Chri'iUaan 
BuFgsns, publiées par la Société hollandaise dci' 
Science*. 1 1 vol. in-4 (3o-a3). 


Correspondauce. — Tome f (i(i38-i8,')6). — Il (ifi 
i65g). - 111 (irtfiit-iGijj). - IV (i6<ii-i663). — 
V {i6G.i-i065). - VI (iGGG-iGGq). - Vil (1670- 
177S). - Vlil (iG76.|ttH4). - iX (ifi85-i(K)«)). - 
X (iGgi-iGgS). Chaque voliiiuo. .35 fr. 

Travaux mathémaiiquei . — T, XI {iG45-i65i), T, XII 
(iG5i-i65Gj. CImque vuliiiiin ar 


Tomb X IV St dernier i Corretpomdemeu rf* Imgreaigi 
nvee CistdoreM, lé^bsea, Éuler H dhm JmmmM, 
publiée et aunotée par Ivbovk LalammI, e*eo dans 
the-eimildt: i8ga. iS fr. 

LAGDERRE. — Œavrsi de Lagusrrs, publiées sons les 
suspieee de l'Aendémie de* Soiences, par Cm. Rbbmivs, 
H. PoiRCAiS et E. Rougis, membres de l’Institnt. 9 vo- 
lumes ln -8 (95-16), se vendant séparément. 

Tons I : Algèbre. Calcul isit^rml; 189I. i 5 fr. 

Tome II : Gdométriet igo3. 99 iV. 

LAPLACE. — Œuvres oompUtss d« biplnM, publiée» 
snus Iw auspteesde l'AcAséÉiE bei SciSRae, par le* de, 
erétairer perpétuels, avec le concoure de B. Poincaré- 
Membre de Tinstitul, et de A. Ubeuf, Diroctour de 
l'Observatoire de Besançon. Nouvelle édition, ever on 
beau portraii de Laplsce. gravé sur cuivre par Tour 
Coutfère. Iii-i. (98-93). 

ftAiTS DE IfacAHiçuBctusTB. Tomos I h V (i8;8-i889). 
riratsisr espisra* Hollsnas. an ohlftre dsUplisa IS p»tll sonbra), 
s toi. ln-4. ilo fr. 

rirsss tir Rsplir vsrsé, *s ehltfr* S* Lsplsts: s fol. Is-, loo fr. 
Ut Tsast III, IV St V, piplir vtriS, s* vaadtnt sepiréntnl. ao fr. 
Ui Tssmi 1 1 V, pipitr d* llollsnds, t* vaiidnl ttpsrémsnt. s* fr. 

Exposition uu atsTtuB bu Morde. Tome v| (1884 ) 
rinit inr pspltr varié, *1 ehlffr* d* UplRci. sa fr 

rirait sur paplir d* Hollinds, w ehlITra d* l.apliM. U fr 

TntoRiE bu rRuSAEiLiTM. Tome VII (1886). 
riras» ‘or paplar varié tsrt, au ehiirr* da l.apltsa. SI fr. 

ririit lar piplar da llnlltsdt, au ohlITra d* Lspliaa. «1 fr. 

Misoisei oivhs. Tomes VIII h XIV. 

Tomes VIII à XII. — Mémoires extraits des Peeneilt de 
i'Aeadémie des Seieneet; 1891-1898. 
rirsft sar ptpiir rirfé fart, su.eblSre da Uplsa*. Cbseoa toi. aofr. 
rirtirs sar paplsr da Hollsads su shIITr* ds Lsplass, Chaiia* vol, 1» ir. 

Tous Xlll. — Mémoires extraies de la Connaisianee 
des Temps! 1904, 

TIran lar pspltr var** fort, is chUITe d* Ltpiacs. it fr. 

Tiraea aor papier da ttellaaile, tu eliiffro da Ltplaca. li fr. 

Le Tous XIV et dernier (Mémoires oxtraitt de divers 
Recueils ) est tous preste. 

RIEMAHX. — Œuvres msthématiquei ds Riemsnn, 

traduite* par L. Laocbl. Avec une Préface do Ch. Her- 
HiTEet un Discours de Feux Kleir. ln-8 (iS-ig), avec 
Oguret; 1898. ' i4 fr. 


LAGRANGE. — Œnvroa oomplétes do Lagrange, pu- 
bliées par tessoins de J. -A. Serretei G. Darboux, Membres 
derinstitui. sous le* suspices du Ninttni ni L’IasTaoc- 
TfON puBLioot. ln-4 (38-93), avec portrait de Lagrange, 
grsve sur cuivre par Ach. Martinet. (Ouvascs complet.) 

La I'* Série comprend tou* les Mémoires imprimés 
dent les Recueils det Aeadémies de Turin, de Herlin et 
de Paris, einsi que les Pièces diverses publiées séparé . 
ment, luette Série forme 7 volumes (Tohis. I h Yll- 
1867-1877), qui se vendent eépaiément. 3o fr 

Le II* Série *e compose de 7 vol,, qui renfermeutles 
Ouvrages didaotiqnos. la Correspondaneeet les Mémoires 
inédits ; savoir ; 

Tome V||| • Résolution des équations numériques! iSyp; 

Tome IX: Théorie des fonctions anairsiquet; 1H81. 18 Ir. 
Tome X i Leçons sur U calcul des fonctions; 1884. 18 fr. 
Tome XI : Mécanique analytique, avec Notes de J. Bsa- 
TMAHD et G. Dabboux ( ■'• Pabtie) ; 1888. 90 fr. 

Tomi Xli : Mécanique analytique, avec Notea do J. Baa- 
tbahd et G. Daisous (*• Pabtib); 1889. ao fr. 

Tome Xlll ; Correspondance inédite de Lagrange et 
iV/*méerl, publiée d’aprèa le* manuscriu autographes 
et annotée par LmovicLaLARRi; 1889. i 5 ir. 


ROBIN (G.), Chargé de Cours ii la Faculté des Science* 
do Paris. — Œuvres scientifiOTes ds Gustave Robls. 
publiées sous les auspices du Ministère de l’Instruction 
publique. Mémoire» réuni* et publiés par Louis RArw, 
chargé de Cours h la Faculté de* Science* de Paris. 
9 volumes in-8 (2.5-16) se vendant séparément. 
Mathématiques : Xouvelle théorie des fonctions, exciusi- 
vcment fondée sur Vidée de nombre. Un volume; 
1903. 7 fr. 

Phtsique ; Un volume in-8(a5-i6) en deux Ihscicules : 
Physique mathématique. (Distribution de l’Electri- 
cité, Hydrodynamique, Friigmcnts divers). Un fas- 
cicnle; 1899. 5 fr. 

Thermodynamique générale (Équilibre et mo.difica- 
tione àa le matière). Un faaeicule avec 3o Bgnres; 
1901. 9 fr. 
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111. > BIBLIOTHÈQUE 


ACTUALITÉS SCIENTIFIQUES. 

tio OuTra^ea in-i6 (19-ia), 00 In-M (ji-i 5 ). 

^yair U fraipefint tpécial.) 


OIRRIUl onVMQSa MK» : 

Lkoou mir les motonrs i gti «t i pitroU raite« à l« 
Facnlié des Sciences de Bordeaux; por L. Marciis. Vo- 
lume de i,<i7S paROt. avec 19 fliurm. a fr. e. 

Lei Combustibles soUdei, liquides, mxwa. Analyit 

et détermination du pouvoir calorifique. Traduit de 
l’ang-lalH par J. Roiskt. A.vee lâ figures, a fr -jSc. 
Traité élémentaire dei enroulements des dynamos à 
courant continu; por F. Lorra. Avec ftg. et plancitos. 

a fr. 75 c. 

Le Radium et la Radioactivité. PmpriHé» générale*. 

Emploi* médicaux; jior P. RtiSsaH. Avec o 3 flg. a l'r. 7S e. 
Rayons « N ». Rccunil dus Communications faites à 
rAcadémie des Sciences, par R. Rlosuloi'. Avec figures 
et I planche écran phosphornseont. a IV. 

Introduction à la Géométrie générale, psr GeoacRs 

Lkcralas, liigéiiiuiir en chef des Ponts et Chaussées. 
Volume de ix -58 pages. • t fr. 70 c. 

La Oominatrice du monde et son ombre. Conférenco 

sur l'énurgie «t l'eiitrupic, pur lu I)' F, AiiKaPAGR. Tra- 
duction par le D' KoHuat TisSvt, et Préface de Ch. Eu. 
Gvillavhr. a fr. 75 c. 

La Conetruotion des cadraua solaires. Ses principes, sa 
pratique, précédée d'iine Histoire de la Gnoinonique, 
par Aoki- .SoDcuo!». Avec figures et 3 planches, a fr. -jh c. 

Problèmes plaiaaiis et délectables qui te font per 
lai nombres, par Uaaddb-Gaspab Kacbkt, sieor de 
Moxiriac, 4* édition roviie et simplifiée. Yolum,? de 
Tl - 163 pages, .Hf'.iiuc. 

Le baromètre anéroïde, par .Ini.iaa Iausei,, Licencié és 
snimices, IHétéoroingisio à l'Observatoire de Jiirisy, 
Voliinie de a'| pages avec i ligures et 1 plancha. 1 fr. 

Lee procédés de commande A distance au moyen de 
i'éieotricité, par H. Frilley. Voliirae de i 83 pages, avec 
<j 4 figure-s. 3 fr. 5 o c. 

Le transport A Paris des forces motrices du Rbdne, 

par E. HahtiiSi.eht, Ancien Elére de l’Ecole Puly- 
teihiiiqiie. Brochure de iï-3j page». i fr. 5 o c. 

Soudure autogène et Aiominothermie, par K. Chatk- 
lAiR, I.ienncié és sciences, avec Pi-elucu ue H.' Le Cii.t- 
TELiea, Membre de riuslitiit. Volume de x-iri pages, 
avec 48 ligiiros. 3 fr. 3^. 

La Chimie moderne, par Wh.mam KAMs.tT. Traduit pur 
H. DB MiFrosis. 1 Volumes sc rendant ué|iaréiD«iit. 

I” PAnriK : Chimie théorique. Volume de iv-ifia pages 
avec ^ figures. a fr. 75 c. 

Il* Pahtik : (.VouA^rwe.) 

Lee Compteurs électriques A courants continus et A 
courants alternatili. Le^-uus faites a l’Iustitnt élec 
irotechnique de l’Uiiiversilé do ürciiuble pur lusvis 
bAinii.LioN. Volume de vii-aifi pages, avec nG figiirca. 

3 fr. 30 c. 

La Hétallographie appliquée aux produits sidérur- 
giques, pur U. Sayoia'. Traduit de l’italien. Volumo 
ac V1-S18 pages avec ij,'; figures. 3 fr. a 5 c. 

Recharohs pratique et exploitation dei mines d’or, 
par Obohues I’roiist. Volume de iv-iia pages, avec 
i 4 figures. sfr. 750. 


IV - BWLIOTHÈQDB PHOTOGRAPHIQUE. 

< DaiiAHnn Li Cataloobb coHRLBr.) 


Balegny (b.). — Monoprapkie du DiamidaphéHol eu 
liqueur acide. NouvelU méthode de développemeuti 
In-i6(ig-i3> de viii -84 pages ; 1907. 3 fr. 76 e. 

Belin (Édouard). — Préd* de Photographie générale, 
3 volumes in-K (3.î-ifi) se vendant séparément. 

Tomb I. Géiiéi-alité.s, opérations photographiques. Volume 
de VIII- 34G pages, avec r.S figures; iijoS. 7 fr. 

Ton II. .Applications seicntilqiies et industrielles. Vo- 
liims de 333 pages, arec pg tlgiires et 10 plenchcs; 
IfiOS. 7 fr, 

Berget (Alphonse), Dnetcurûs Sciences. — La Photo- 
graphie des Couleurs par ht méthode iulerférentlelle de 
itf. Lippniann, 3* édition entièrement refouduo. ln-18 
(iij-i 3 )ave« 33 ligures; igoi. i fr. qb é. 

Braun fils (G. et Ad.). - Dielinuualre de Chimie pho- 
tographique à l’usage des pro/euw/mels et des ama- 
leurt. Du volume in-H (,'.'i-iii) no .') 4 Gp.; 1904. I 3 fr. 

Charvet (A.). — Carnet phutographique. Quinte an* 
de pratique de la Photographie. In-iti (ig-is) de iv- 
«8 pages, »v.!c 1 1 [ig. et 4 pi, ; 1910 3 l'r. 76 e. 

Cloison ( R.). ' - Lu Photographie tant objeetif au majen 
d’une petite ouverture. Propriétés, nsage, appIlMtloMS. 
a'éditinii. revne et augmentée, ln-18 (19-13), avec 
plar. hr spécimen ; 1891. i tr. jbe. 

Coiirrègea (A.), Praticien, — Çe qu’il faut lavoir raut 
réutitr en Photographie. 3 * édition revue et corrigée. 
lii-iG (ig-is) lie xiii-ifi/j pages; 1907. 3 fr. bot, 

— Lr portrait en plein air. ln-18 (iq-n) avec figures et 
I planche eu phutocullogruphie ; 1899. a lr. 5 o c. 

— La reproduction des gravure*, deitint, plan*^ osami- 

•crit*. ln-18 (19-13), avec figures; igno. 3 fr. 

— Le* agrandiseement* photographiques. In-i8 (iq-i3), 

avec figures; igoi. 3 fr. 

— Im retouche du eliehi. Retouches chimique*, phytiquet 

et artistiques, Nouveau tirage, lii-ili (19-1!) ‘de ix- 
fia pages avec une figure; 1910. 1 fr. Soc. 


Crémier (Victor). - La Photographie des couleurs par les 
plaque* autochromes. 111-16(19-13) de Viu-Mi pages; 
1911, afp. 75 c. 

Gronenberg (Wilhelm), Directeur de l’École de Photo- 
graptiie cl de rcprodiiclion nhotograpbiqué de Grbnen- 
biich. — La Pratique de Ut Photatypogravure amtrieaisu. 
ln-18 (iij-ia) avec 'îGligup. et lïplaiiches; 1898. 3 fr. 

Oallmeyer (Tbomai R.). Président de !■ Royal Photoe 
graphie. Society. -- Le Téléoiieclif et la Téléphotogroe 
phie : Traihictliiii fraiigaise augmentée d’un appendice 
bibliographique; p,3r L.-P, C.I.BRC. ln-8 (aS-io) avec 
5 i figures et n planche»; igfi3 6 fr. • 

OaTanne (A.), Bnequet (M. ) et Vidal (Léou). — 

Le Musée rétrospectif de la Photographie u f Expo- 
sition universelle de 1900. In-8 avec nombreuses figures 
et II planches; igoS. S fr- 

Oraux (F.). — La Photogravure pour tout. Manuel pra- 
tique. 111-16 (19-13) de iv-(i8 page»; 1904. 1 fr. 5 o c. 


Fabre ( C.), Docteur éa Scieiicei- — TratU eucyelopédique 
de Photographie. 4 beaux volusaes in-8 (aS-io), avec 
plus de 70» figures «t a planches; 1889-1891. 4^ !*'■ 

Chaque volume *e vend téparémeat lA fr. 

Des sappléosati. dssllnés A espaisr les prefrts SMampUSj^rtanwl 
osBpléitr ca Traité si la ntiaunlr in essisni dai lieraléras dsCM- 


l" Supplément (A). 4 oo P-» ‘voo * 7 * ®B-; 'BV»- »4 fr- 

U* SuppUmeat (B). 434 p. trer 33 1 fig,; 1898. i 4 fr. 

m* Supplément (C). 434 p. avec ai 5 flg. j 190a. i 4 fr. 

IVSupplement (D). 424 p., avec i 5 i flg. ; igoG. i 4 fr. 

Le* huit volume» te vendent ensemble 96 fr. 
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Fabre <C.)- — Traité pratifut de Phatograpkie sUréo- 
tctiffiiiiu. In-8 (ïfi-ifi) do ao7 pareil avec iSa fl{;ureBt 
ujofi. 6 fr. 

Fourtier (H.). — Les positifs sur verre, 'l'hoorie et 
pruliqiip. I.M poKltifs pour proinction». Stéréuacupoa 
rt vitraux. Métbodns oporatnires. Ooloria|;R et montage, 
a* vilitioD. In-ifi (ttj-iî) do i88 patres, avec la 
11)1)7. 3 fr. 7^ ®. 

Klary, Artiste photographe. — Les portraits au erayou, 
fin fusain et au pastel, obtoaua au mojren des tgran- 
disNetnnnla photographique!. Nouveau tirage (19-ia); 
i<)o 4 . a fr. c. 

Liébert (J.*A.). — /.a Photographie par les procédés 
•pigmrriiloirrs, — La Phelagraphir au charbon par trans- 
ferts et ses applications, rontonunt la description dé~ 
tnilire de tonies les opérations; avec utio l'rélace par A. 
I.1É11KHT père, lti-8 (a.vi(i) de vi-aSÜ page», avec ao ligiiroa 
Pt une epreuve au cliarbon hors texte; 1908. 9 Ir. 

Londe (A.), Chef du «iirvice photographique à la Salpé- 
trière. — /-« Photographie inttanlanée. Théorie et pra- 
tique. d* édition entièrement refondue. ln>iH (19-ia) 
avec t )5 ligures; 1897. * fr. 76 c. 

Hartal (E.-A.). — La photographie souterraine. I11-16 
(i;i-i 4 ), avec 16 plnnchea; igo 3 . a fr. Soc. 

Maikall (AUrod) et Oemaohy (Robert). — le procédé 
à la gomme biekromalée ou phoio-ai/uateinie. a* édi- 
tion entièremciil rcl'onduo lit-16. (ip-ia) de 86 pages 
avec .'5 tiguros; 1901. » fr. 

Mercier (H.). — Conseils aux Hwateurt photographes. 
In-iti ( ig-iit) de VI-144 pafio»; * fr 7 ^ ®- 

Panajon, <dief du Service phoiograuhique à la Faculté de 
Médenne de Bordeaux. — Manuel du photographe ama- 
teur. 3 * édit., ontièroment rorondiie et considérablement 
augmentée. In-i(i (19-ia), avec 63 flg.; 1899. a fr. 75 c. 

piquepé ( P. ). — Traité pratique de la Retouche des cli- 
chés pHotugraphiqurs, suivi d'une Méthode trh détaillée 
d’émaillage et Formules et procédés divers. Nouveau 
tirage. Iii-ifi (19-n) du ri 4 p«lî«si 1906. a fr- »'• 

Puyo (C.). — /Votes sur lu Photographie urtUtiotie. Texte 
ol iiluKtratinns. IMiiquette de grand luxe in- 4 ® ( 3 a-a 5 ) 
contenant 11 héliogravures de Dcj.vaniN et 89 phototy- 
pograrures dans le texté; 1896. ' lo Ir, 

Sollet (Ch.). — Traité pratique des tirages photogra- 
phiques, avec une Préface de C. Ptvo. 10-16(19-1») de 

viii">a 4 o 4 fr’ 

Tmtat (E.). — fï'J' Lemnsde Photographie. Cours pro- 
l’ossé au Muséum de' Toulouie. I11-16 (19-ia) avec 
flgures; 1899. « fr. vS O. 

Ÿallot (Henri), ingénieur des Arts et Alanufaeiiires, et 
VallOt (Joseph), Directeur de t'Obscrvaïuire du mont 
Blanc. — Anplicntions de la Photographie aux Levés 
topographiques en haute montagne. Vol. iii-16 (19-iï) 
de xiv-137 p. avec 36 flg. et 4 pi.; 1907 4 fr. 

Vidal (Léon), Ofllcier de ITnsirueUoii publique, Hn» 
fasseur b l'Ecole nationale des Art» décoratifa. — 
Traité pratique de Photochromie. In-iS (19-1 a) avec 
96 ligures et i 4 pluiiches en couleurs; 1900. 7fr. Soc. 

Wallon (E.). Profeweur de Physique au Lycée Jeneon 
de Salliy. - Choix et usage des objectifs photogrm- 
phiqutt. ln-8 (19-ia) avec aS ligures; 2* édition, iw 3 . 

Broehe a fr. 3 o. 1 Cartonné loileanglulse. sfr. 

— fxi Photographie des couleurs et les plaques auto- 
chromes. Conféronee faite devant la Société fraiii;nise de 
Pliülographio, le a; juin 1907, suivie d'une IVotiee sur 
le mode d’emploi des plaquet autochromes, par 
MM. LrniÊua. Ie-8 (vS-ifl) do 4 o page»; 1907. i fr. Su 


V. - JOURNAUX. 



/> prix des volumes eomplets déjà parut de chaque pério- 
dique est ^augmenté dei frais de port {prix du colis 
postal tuivant les pays), 

ANNALES DE L'DITIVBllSITÉ DE QRENOBLE, pu- 
bliées per les Facultés de Droit, des SeieHott et des 
Uttres, et par l'Keole de Uédeeine. In-S (aS-ifl). 
Prix de t’abonnemens (3 numéros): 

France la fr. | Étranger i 5 fr. 

Par exception, l’année 1889 ne comprend que les nu* 
méroi du i" Juin et du 1" 'décembre;, le prix de cette 
année est do 8 fr. 

ANNALES DE L’OBSERVATOIRE DE MONTSOURIS. 
Mdtdorologia. Chlmia. Micrographie. AppRoationt 
à l'hygiène. 

Ces ANKALas, publiées sous la direction des chah de sar- 
viee, parnisseiit régulièrement chaque trimestre par faa* 
ciciile da 6 l'euilioa in-8 fa 5 -i 6 ) avec flgiirea ot plnnchea. 

Les .éunales de F Observatoire municipal (Observatoire 
de UoHtsouris) forment la suite iiaiurelle dea Annuaires 
parus de 187a é 1900. 

Prix pour un an (h faseieules). 

Paris iS fr. I Dép. ot Union poalule. 17 fr. 

Le Toux 1 (1900) contient le résiinio dea travaux dot 
années 1899-1900. 

LesTouxs 11 à X eontionnent le résumé des travaux 
des années 1901 b 1909. 

Un fascicuiu spécimen est envoyé sur demande. 

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’tCOLE NORMALE 
SUPERIEURE, publiées seul les auspicei du Ministre 
de l'inatruciion publique, pay un Comiré deHédaetion 
composé des Maîtres de Conférences. In-4 (a 8 -î 3 ). 

1" Séria, 7 volumes, années 1864 à 1870. iSo fr, 

2 * Séria, 11 volumes, années 1873 h i 883 . aSo fr. 

3 * SéiTt, les 10 volumes formant les années 1884 à 1893, 
ensemble. aou fr. 

- Los lO voliimos formant les années 1894 b igoS, en- 
semble. *00 fr’ 

La 3 * Série, commencée en 1884, parait, chaque mois, 
par numéro contenant 4 h 5 feuilles in- 4 , *''*c ng.et pl. 
On vend séparément. 

Chacune des innéei i 864 h 1870, 1873 h 1903. 3S fr. 

Chaque enuée suivante 3 o fr. 

Table des maiiiret et noms d’auteurs contenus dans 

les 3 premières Séries, ln -4 I < 8^7 ^ 

Table des matÜTet et noms d'auteurs contenus dans 
les Tomes I h X de la troisième Série (1884*1893). 
in-4; «M’ ' 

Table des matiires et noms d 'auteurs contenus dans loi 
Tome» XI à XX de la troisième Série (1894-1903). 

ln- 4 ! ' 9 «> 4 ’ ‘ 

Prix pour un «« ( la numéral) : 

Paris., 3 o fr. 1 Départements et Union posule. 35 fr. 

BIBLIOGRAPHIE SCIENTIFIQUE FRANÇAISE. - 
Recueil mansuel in-K (3.S-16) publié sousios auspices 
du Miniatére da l'inatruciion publique par U Bureau 
français du Catalogue iniernationul de la lillérature 
seieiiliilqiio. 

Lu Bibliographie uat partagée eu deux Sections : 
I" Section, Seieiieet matkémaüquet et phytiques; a* Sec- 
tion, Sciêneet naturelle! et biologiques. 
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Prix pour un an ( la numéroi) : 

IMptrt 

Pirb. (Inlon poil. 

1” Seotion (6 numéro» par an) .... 5,60 6,60 

3* SaotioD (6 numéro» par an) 9,60 10,60 

1,0» deux Série» réuniu» 16 a 17 » 

^ Le numéro douUe i-a d« l'année i(joa. ^ui contient la 
Utie dei périodif uei avec leurs ahriviations et la elassi~ 
fieation seienti/ljue, se vend léparémenl. a fr. 5 o r. 

B0LLETIM ASTRONOMIQUE, publié par l'Obierratoire 
do Pari», Commiaiion Hr rédaction : H. Poincaré, pré- 
lident; G, Bigourda», P. Puiieust, B. Badau el #. Oes- 
landréi. Iri-S (aS-iü), nenauel. 

Ce Bnlletin maninel, fondé en i 884 , forme parmi un 
beau roliime in-8 (aS-ilî), arec fleure» et planche», de 3 n 
à 35 feuille». 

Lea dix premier» volume» (1884-1S93) »e vendant en- 
oemble. 110 Ir. 

i,e» Tome» XI à XX {iflgi{-igc) 3 ) ne vendent eiiaumble. 

iro fr. 

Chacun de» Tome» Ik XX (i 884 - igo 3 ) »aiif le Tome XVI, 
189g, téparément. i4 fr. 

Chaque année aulvanle. lO fr. 

Prix pour un <»( ( 1 a numéros) : 

Paris 16 fr. 

Uépartemants et Union poatale 18 Ir 

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ INTERNATIONALE DES 
ELECTRICIENS. 

Ce Bullstin, fondé en i884i parait chaque année, eu 
dix iiuméroa, formant un beau volume de 3u feuille» 
environ, iii-S (ag-ig). 

L'iiliuniiemenl eat annuel et pan de Janvier. 

Lot ToMt» I i XXX ( i87:i-i()U'.() se vendent enseniblr. 


•!oi» fr. 

Prix pour un an ; 

Pari» *5 fr. 

Dépiirtemouu ot Union postale 37 fr. 

Prix du numeru 3 fr. 5o e. 

Prtx de chaque année depuis 1884 .. 35 fr. 


BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE UE 

FRANCE, publié par les Secrétaires, ln-8 (zo-ifi). 

Ce Bulletin, fondé en 187.I, parait tous lea trois mois; 
il forme chaque année un volume de 18 reiiille» environ. 

Prix pour un au ■ 'IiiJaivq in.iu 

Paris iWr. 

Département» et Union poBtalo ifbitfrT «n.! 

Table de» Tomoi I à XX (1B73-1H113). In-8 

fjfr. 750. 

Tablo de» Tomes XXI à X\X ( i 8 q 3 k njoa). I11-8 
(a5-l6); igo'i. 

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHOTO- 
GRAPHIE. — In-8 (a. 5 -iG), meniuel. (Fondé en iS.S 5 .) 
Dupui» 1910, le Hutletin parait mciisuollonieiit. 

Prix, pour un an (ta numéros): 

Parie et Département». i5 fr. | Etranger. 18 fr. 


La 2* Série, qui a oommenoéen Janvlar 1877, eou* 
tinue k paraître par livralionn meDao.elln. Lai 10 pre> 
mUrea année» da cette 2* Sérlfl (1877 à 1886) se vau» 
dent enaamble. <ae b>. 

Lea 10 année» 1687-1896) »« .vendant an- 
temble. i3o fir. 

Le» to année» <i8<)7-i9o6) se vendent en- 
Bcmble. 130 fr. 

Chaeune de» 3o.premiàrae année» de la 2* Séria 
[ 1^7 k igi'G } ae vend séparément. 1 & frv 

Chaque année euivanle. 18 fr. 

Prix pour un un ( 1 3 numéros ) : 

Paris fr. 

Départament» et Union postale 10 fr 

lus Tiata d'un des volumes du Bvllatitt est encopée 
franco, comme spécimen, à taule personne qui e» tait 
lu demande par lettre affranchie. 


BULLETIN MENSUEL DD BUREAU CENTRAL MÉ- 
TÉOROLOGIQUE DE FRANCE et BULLETIN SISMO- 
LOGIQUE, publié par A. Anout, Diroctour du Bureau 
Central Méiéorulugique. ln-4 (38-33) menauol. 

Prix pour un an : 

Parts. 5 fr. | Dépurtements et Union postale. 6 fr. 
Chaque annéo, depuis i8g5. Sfr. 

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 
DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES, tii-4 (38-:i3), hebdo- 
madaire. 

Ce» Comptas randns P<irai»ssnt réguliéremem ton» |«s 
dimanche», en un cahier de 3» k .'tO pages, quelquafoivda 

Prix pour un an (53 numéros et 3 Tables), 
Parla. 3o fr. | Départemenu. 4t’ fr. 

Union poatale. 4<'l fr. 

La CollsetioH complète, de i835 k igiu, forme i5i vo- 
lumes in>4 (38-33). i8go fo. 

Ohaque année, sauf 1845, 187) k i8ga, 1898 k 1898, igoo 
à igo3, i()o4, igo.5, se vend séparément. 35 fr. 
Chaque volume, sauf les Tomoi 20, 21, 70 k 108, 110, 
112, 114, 115, 122 à 127, 130, 132, 134, 138, 141, se 
vend séparément, i5 fr. 

— Tabla générala dai Comptai randu daa Séaneaa da 
l’AoadMlia des Soiaacai, par ordre de matiéreaet par 
ordre alphabétique de nvm» d’auteqre. 4*i>lumés ia-4 
(38-33) «avoir; 

Tables des Tomes 1 à 31 (i835-i85o)i [853. aSfr. 
Tables des Tomes 32à(il (iH5i>iH65 ; 1810. aS fr. 

Tabtes des Tomes 02 à (Il ( 1866-1880); 1888, aS fr. 

ts^TmblesdesJknnes^ 92 à 121 (i88i-i8ç)5); igoo. aS fr. 

ÉNl^Êl^lÏEl^!^ÿ WAi[*H!ÉMATIQUB ( L’ ). — Revue iii- 
deux m oie depuis 
SWiWfl'', '«OÔi IIWliW‘l»'‘fe.i4k.8o l'*Be» lu-H (aS-ib), 
août la dii-eclpqgt WuMsM ot H. Fenr, avec 

la collaboration du A. Éublr.,:) tVni 

Ahuiinemeiit : Union postale i3 fr. 

Prix du numéro 3 fr. 

La colloction do» dix pi-umiora voliinios (1899 

a igoK) ISO fr. 

Los Tomes I, 111 k XI sont ou vohto au prix 
do i5 fr. l’un 


BULLETIN DBS SCIENCES MATHÉMATIQUES, rédige 

par Gaston Darboux et E. Picard. In-8 (3-5- 16) raen- 
luel. Il* Série. 

La 1” Séria, Tomes I k XI, 18708 1876, suivie de 1» 
Tablo générale de» onxe aniiéei, ae vend. go fr 

Chaque an née de cette 1“ Série le vend léparément. i5 fr. 

Table générale des matibres et noms d'auteurs eon- 
tanui dans la i" Série. Grand in-8; 1877. 1 fr. 5o c. 


INTERMÉDIAIRE DES MATHÉMATICIENS (L'), dirigé 
par V.-d. iMitsuit, Docteur è» Sciences, eneien Biàv« de 
rKcoie Polytechnique, al Emile Lemoine, Ingénieur civil, 
ancien Elève de l’Ecole Pulvtecbnique, avec la collabo- 
ration de PSd. Maillet, Ingénieur des Ponts et Chaateéea, 
Répétiteur k l’EeolePolytecbniqueet yf. .Vafuiét, ancien 
Profeetoiir de Mathématique» spéciale» ep Lycée de 
Voraaillca, Proviseur du Lyeéu de Hhaumont arec la 
coUaboratiun do M. .f. iliiu/An^r,Durteurèi leiencos, 



lUpéÜtwr à l’Ecole Polytechniqve, (pobllMtloa hono- 
rée d’une •onierintion du lUnittéro de l’Inetraetion 
publique), ia-8 (33-i4), meaeuel. 

Prix pour u» M (lU Humiros) : 

Parie, 7 fr. — Départomena et IThfon potUle, 8 fr. BO e. 
Lee Tomes 1 à X ( 1894-1903 ) le vendent eniemble. 60 fr. 
Lee Tomes II k XVI ôSgS-ipio) le vendant eheeun. 7 fr. 
Le Tome I (1894} nu *• vend pes eéperément. 

JODRfTAL OB CHIMIE PHTSIOITE. Éleetroehiaeia, 
Thermoehimia, Radioehlmie, Méoanifue chimique, 

SteUihioehiaia, publie par PaiLiPri-&. Guyi, Pro- 
fetaour de Chimie h l’IIniToreité de Genève, avec la 
cnllabopation de nombreux «avant*. 

Cette publication parait eu huit ou dix numéro* for- 
aient un volume annuel de 600 k 7<io page* lii-g (a5-i6). 


Prix de l'abonnement, pour toute l'Union posule. eS fr. 

Tome* I à VII (190.3-1909) ensembl* 175 fr. 

Chaque volume léparément 3o fr. 


lOnRHAL DE MATHÉHATIQ0ES PURES ET APPU- 
QOEES, publié par Cxhilu JoeoA*. Membre de l'io. 
etiiul, avec la collaboration de G. Humbert. X. Picard, 
H. Povtcar^. ln -4 (a8-3.3|, irimeitriel. 

!•* Séria, lo volume*, années i836 k i8Sâ (au lieu de 
800 franc*). 4ao fr. 

!• Série, 19 volume*, année* i8.56 k 1874 (au lieu de 
670 fr.). 38ofr. 

S* Séria, 10 voluma*. année* 187S k 1884 (au lieu de 
3oo fr.) aoo fr. 

4* Série, 10 volume*, année* i685 k 1894 (au Heu de 
loofr.). aoo fr. 

5* Série, 10 volume*, année* iSpS k igoj. aoo fr. 

Chacune de* aunéo* i836 k 187H, 1880 à 1904 «e vend 
léparément. a5 fr. 

La 8* Série, commencée en igoS, la publie, chaque année, 
en4f*Kieule* de la à iS reuillw, piraiiaant au comman- 
eemant de chaque trimestre. 


Parit.- . 


Prix pour an an (4 fatcieulet) : 

Jo fr. 

it Union poitale. 35 fr, 

— Tahla générale dei 20 voltunaa de la 1" Série, la -4 

3 fr. 5o e. 

— Table générale daa 19 Tolamas de la 2* Séria, ln- 4 . 

Ifr.Soc. 

— Table générala daa 10 trolamae de la 3« Séria, ln- 4 . 

— Tabla générala daa 10 Tolamee composant la *4* Sé- 
ria, avec une Table générale dei auteurs des So vol. de* 
4 première* aériei { 1836-1894 ). ln-4 (a8-a.î). i fr. 76 r. 



Pari* et Dépirtoments ,7 fr. 

Union postale ,g fr. 


— Tabla anal^ique et Tahla par noma d'auteuri daa 
troie pramièraa aériaa (187!I-1S01) (ireiKée* par mm. 

A. Routt et B. BRVnURS, avec lu collaboralinn do NM. 
béKAan, Csané, Coiiktts, Lamottc, 3 Ia*chis, Madbair, 
Rot »t Samoox. In-8 (a5-i6) 10 fr 


HATBÉSIS.Recneil mathématique * l'usige de* Ecole* 
apécmies et de* étahli»!>eraont« d’iiistriictioii moyenne, 
publié par P. Msnsio.s et J, Neuasnc arec In collaboration 
de plusienra professeur* belges et liliangers. In-8 
(35-16) mensuel. 

Pria pour un an (|3 niimérof) .• 

Paris, Départements et Union postale 9 fr. 


NEMORUL DBS POVDRBS ET SALPtTRSS, publié par 
las soins dn Smtim aas vouaaw ar laulraas, avaa l'au- 
torisation du MIniitre de la Gnerra. In-8 (s5-i6). 
La.lfdmerûif parait loua (sma de Rrnueil périodique, 
ea deux faioioaleB samestrtali, at ferma, ton* ka deux 
aaa, un beau volume de 18 feuiliaa environ, avae S|<irai. 
Gollaction des Tomes I k XIII (1863-1906) (ilanr.) 

Chacundes Tomes III, Vllà X at Xl|, XIII sa vond sépa- 
rément. 19 ir. 

Les Tome* 1, II, IV, V, VI at XI ne sa vendent pu 
séparément. 

Chaque Tome à partir du Tome XIV se vend sépa- 
rément. 8 fr. 

Prix de tabonnemtUt pour un molume (4 fascicuUt) k 
partir du Tome XI P (1907-1906). 

Paris 8 fr. 

Dépariamenu «t Union postale .... 9 fr. 


NOUVELLES AKNALES DE MATBÉMAT1QUB8. Joiir> 
ul daa Candidats anzBoolss Polytaohafqné «t Hor» 

Biala, rédigé par C‘-d. Laitant, Docteur és Sciences, 
Professenr k Saiats-Barbe, Répétiteur k l’Ecole Poly- 
technique; C. Bourbu, Docteur ès Scicncri, Professeur 
■U Conservatoire de* ArU et Métiers, et A. Hricard, Ré- 
pétiteur à l’Ecole Polytechnique. ln-8(3.3-[4) mensuel, 
l** Séria, 30 vol. in'8, années 1841 k t86i. 3oo Ir. 

Las Tomes I k VII et XVI (1841-1848 et iSSy) na is 
vendent pas séparément. Lu antres Tomes da la 
i" Séria sa vendant séparément. i5 fr> 

2* Séria, ao vol. in-8, annéu 186a k 1881. loo fr. 

I.M Tomu I k III, V at XIX (i88s k 1864, 1866, 1880) 
de la 3* Série ne s* vendant pas séparément. 

La* autre* Tome* se vendant séparément. <5 fv. 
3* Séria. 19 vol. in'8, années 1889 à tgoo. 985 fr. 

L*s Tomes 1 à XIX (tSBs k 1900) de la 3* Série se 
vendent séparément. 1 5 fr. 

U 4* Séria, commeneéa en igoi, continue de paraltr* 
ehaiiur moi* p*r cahier ue 48. pages au moins. 

Prix pour un an ( 1 3 uumérot) : 

Perla.. iSfr I üépariemeDU et Union postal*, tyfr. 


REVUE ÉLECTRIQUE (Lé)inulletin de rfrmoa det Sj-n- 

dicats de l'Eleetrieilê, publiée sous la direction de 

J. Rlomdin. 

La Revue éiectri<iue parait deux fois par mois, pur fitsci- 
Giiles de 43 pages environ in-4 (28-23). Elle forme par 
an 3 volumes d’environ 600 pages ehscun. 

Prix de l’abonnement ( ]4 numérot ) : 

Paris 35 fr. 

Départements 97 fr. 5o c. 

Union postale 3o fr. 

Prix du numéro ; i fr. 5o c. 

Loi Toas* I b Xlil (1904-1910) se vendent chacun ii fr. 
Les innées 1904 * «908 ( 10 volumes) 10 vendent en- 
semble 90 fr. 

REVUE SEMESTRIELLE DES PUBLICATIONS MA- 
THEMATIQUES, rédigée sou* les auspices de la Société 
Mathématique d’Amsierdam. In-8 (35-i6), paraissant en 
9 fasciculea (fondé en iSgS). 

Prix pour un an : 

Paris, Départemqnts et Uaion postale : 8 fr. 5 o c. 
Chacune de* années antérieures, k partirde i 6 g 3 (sauf le 
Tome ni). (Port en sus ; 0 fr. 6a c.). 8 fr. 5 o C. 


Table det Matières des t. 1 k V (1693-1897). 5 fr. 

— des t. VI k X (1898 .1909). 6 fr. So. 

- de*:t. XI k XV (1903-1907). 6 fr. 5ü. 
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VI. - BBCÜEILS SCIENTIFIQUES. 

AIEALE 8 DE L'OBSERVATIBRE DE PARIS, publiée» 
**'^^‘*«'*» CMreoteur. Hémoirtt, Toiiu I 
à XXVIII. ln >4 (So'üS), euee pUnehei; i 85 &-i 9 io. 

Lee Toau I à X, XII. XKIet XV à XXVlII«e«indeDt 
léperémant. «7 l>. 

LeTom XI (1876} et le Tom XIV (1877) eompren- 
■ent deux Partit! qui le vendent séparément. 10 fr. 
La Tohi XXIX e»t lotujirtiie, 

ANNALES DE L’OBSERVATOIRE DE PARIS, publiée» 
ar M. />. Baillaud, Directeur. Obiarvatioill : In-A 
3o-a3). 

Tout» I è XXIV ( Observotinne de» année» i8uo 
û ifiîg et 1837 à i8(ùj); chaque volume. éofr* 

Année» 1870» 189a, 18978 1904. Chaque année. 40 fr. 
Le» ohaerrution» de» année» 1893 à 1896 parallruiit ulté- 
rieurement. 

ANNALES OU BUREAU CENTRAL HETSOROLOOIQUB 

DE FRANCE, publiée» par >é. jéngat, Olreeteur. 

, Depuû Vannée 1886, iet AnuiLa» nu BnuAU cuhtiai. 
forment trois volumet par an : 

I . — Mémoiraa. I11-4 ( 33 -a 5 ) avec planche». 

AuNéai ; 1886 h iqnli. Chaque volnme. i 5 fr. 

II. — Obiervationa. 111-4 (33 3 . 6 ). 

Arnéu : 1886 à 4908. Chaque Tolume. iSfr. 

III. - Pluiea an Franea. In -4 ( 33 -i 5 ). Anh<u : i88fi 

k 1896. Chaque volume. i 5 fr. 

Aiiata» 1897 a I9 <i 8, avec 4 pL chacune. Chaque 

volume. 10 fr. 

Taiie pénéra/e par nomt d’auteur» de» Mémoire! 
eontentu dan» tes lomet I é IV de* AN.v*i.a» »o ItunEAc 
GhHTROL nXTeoROLAr.iocK pour les 33 premières années 
(1878-10001. Grand ln -4 (le 38 pain»: t(Mi 3 . 1 fr. Soc. 

ANNALES OU BUREAU DES LONGITUDES. Travaux 
fait» h , 1 'Obaervatoire aatronomiqae de NonUouris. et 
Mémoire» divart. Volume» in ~4 (38-3.3). 

Tom I. ln-' 4 , avec une planche ; 1877. aSfr. 

Tom II. Iif 4 i 1883. 35 fl. 

Tom III.In- 4 ; i 883 . aS fr. 

Ton» IV. 111 - 4 ; avec 3 pl.; 1890. aS fr. 

Ton» V. In- 4 } avec i pL; 1897. aS fr 

Tom VI. ln- 4 ; avec 8 pl. ; igo 3 . aS fr. 

Tour VII. ( Sous presse. ) 

Tons V’Ill. {Sons presse.) 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE BORDEAUX, p»- 
bliée» par fMc Pieart, Directeur de l’Obiervataire. 
Volumes in-i (a 8 -a 3 ). 

Ton» I, avec fi(;iin!» et planche; 1883. 3 o fr. 

louK II, avec liQurcR; 1887. 3 o fr. 

l'om III, avec 3 planche»; 188g. 3 o fr. 

Tons IV à XIII; 1893-1907. Chaque volume. 3 o fr. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE TOULOUSE, 

publiée» par II. Haillaud, Directeur de rObeervatoire. 
Volume» in -4 (a 8 - 23 ). 

Tuaa I (travaux exéouié» de 1873 é >878). ln -4 avec 
planche; 1880. 3 o fr. 

Tom II (travaux exécuté» de 1879 h i 884 ). in- 4 ; 
1886. io fr. 

Tom III (travaux exécuté» de i 884 h 1897). in- 4 ; 
189g. 3 o fr. 

Toûe IV (travaux exécuté» de iScji à igco) ln- 4 ; 
igoi. 3 ofr. 

Tomr V (travaux exéculé» eu igoo). In -4 ; igo3. 3 o fr. 
Tons VI. {Sous presse. ) 

Toux VU, In- 4 ; 1907. 3 o fr. 

ANNALES DE L’OBSERVATOIRE DE NICE, publiée» 
tous la direction du Génital Bassot, Directeur (Foa- 
DATioa H. BitcHortsBiia). Volume» ln -4 ( 33 -aS) 


Tom I. Avec Atlas do 44 pl, «ur eulvrej 1899, 4o Cr. 
Tomll, Avec7belleipl.dont3eneottlenr;i8B>]. Sofr. 
Toua III. Avec t pl. et Atlas contenant 17 bellea plan- 
che» ( tpeetre aolaire de M. Tfaollon ) ; 1890. . ^0 (t, 
Tom» IV à XII, 1895 à 1910. Chaque volume. 3o fr 
Tom XIII. (i*' fascicule); 1908. 10 fr. 

Ton* XIV. {Soue presse.) 

ANNUAIRE pour l'an 1911, publié par le Baraan dpa 
Longitudes, contenant le» Notice» •aivantes : 

l.’Eeli/Me de Soleil du 17 avril 191a, par 6, fiicoua- 
BAU. -- JVoir sur la XPl' Conférence Je. V Association 
giodêsique internationale, par H. PoiacAlÉ. — Notie» 
nécrologique sur A. Bouquet de la Grje, par H. Pom- 
CARé. — Diseimrs prononcés aux Junérailhs de Paul 
Gautier, par II. Poincark ot B. Raii.laub. 

Iii-i6 (i5-io) (In plu» de 7.50 page». 

Broché.. 1 fr. 5o c. | Cartonné a fr. 

Pour reeeeoir l'Annuaire franco ajouter 35 e- 

GATALOGUE DE L’OBSERVATOIRE DE BORDEAUX. 

— - Reobservation des étoiles enmprises dans les sones 
d'Areelauder entre — iS» et —30” de détiiHaiton 
I11-4 (33-25) de (39)- 187 page»; 1909. 3 ü fr. 

CATALOGUE PHOTOGRAPHIQUE DU CIEL {Demander 

ta liste Je» Fascicules parus.) 

CONNAISSANCE DES TEMPS on dsi meuvemsata aé> 
laatM, A rnsags des Aatrouomaa et daa NaTlgateiiri 

ponr l’an 1913, publiée par la Bureau de» Longitudes, 
ln-H(3ij.|6) de viii-8o9p.,avec 3 cartes an couleur; 1910, 
Hroebé... 4 fr. ( Cartonné... 4 fr. 78 c. 

Pour reouvoir l’Ouvrage franco dan» le» pays de I U lion 
postale, ajouter 1 fr. 

extrait DE la CONNAISSANCE DBS TEMPS, A 
ruiage daa Eoolai d’Hudrographia at daa marina du 
Commerce, pour l’an 1913, publié depuli l’an iSBgpar 
\o Bureau des iMngitudrr I11-8 (35-i6]; 1910. ifT.eoe. 

JOURNAL DE L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE, publié par 
la Conseil d’inilruetian de cet établi»»ement. 

I” Série, 64 Cahier» iu-4 (38-33), avec Hg. et |il. ‘ 1000 fr. 
Table des ^ matières et noms d’auteurs dm 64 CaÛersda 


la I" Série. In-4 (38-23); 18^. 3 fr. 

II* Série. Cahiers I h III, i 8 g. 5 h 1897, chaque Cahier. 10 fr. 

IV* Cahier, 1898. • i3 fr. 

V* et VI* Cahier», igoo, inoi, chaque 

Cahier. 10 fr. 

VU* Cahier, 1903. I3 ftp, 

VIII* Cthier, i(jo3. 10 ft'. 

IX' Cahier, 190'). 10 fr. 

X* Cahier. igoS, lO fr. 

XI* Cahier, igoh. 11 fr, 

Xll* Cahier; 1908. 11 fr. 

XIII* Cahier; 1909. 11 fr, 

XIV* Cahier ; 1910. 10 fr. 

XV* Cahier ; 191 1 . ■ i5 fr. 


OBSERVATOIRE DE MÉTÉOROLOGIE DYNAMIQUE 
DE TRAPPES. — Travaux soientifiquas publiés par 
L. TsissKnENc DK Buut, Vulumes in-4 (33-25) ic ven- 
dant tiéparémant. 

Tour I, Etude internationale des nuages, i8g(i-i8(;7. 
Observation» et mesures de ht France. Volume de XVH 
290 page» et 2 planche»; 1903. xo fr.. 

TiinE II. {En préparation.) 

Tumk III, Elude de l'atmosphère nar sondage» (igoi- 
1904). Volume de iv- 5 i) pages; 1908. 10 ftr. 

Toue IV. P.tude de Patmosphire marine pur sondt^t 
aérietis. Atlantique moyen et région üstertropiemle, 
par L. Tiisiehenü n* Burt et I.AWRRacR Rotch. Vohinta 
de 243 P*8cs avec 36 Hgiirc.» et 17 plan cbeà (publié 
avec la eollaboration de l'Observatoire dq Bino-Hlll); 
1909. IO Ir. 
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TRAVAUX PUBLICS, 

ET ENCYCLOPÉDIE INDUSTRIELLE, 

FOMOilS PAR M.-O. LRORALAR, 
IniiilMiMir fm4n) 
dn ^nli •! CbâifMii m rdrilt*. 


ALHEILIO, Ini'^nieur d« U Marina, Ei-Profaaiaur à 
l'EooIa d'application du Génie maritime, et ROCHE (Gt* 
nilld), Indiiitriel, ancien Ingénieur de la Marine.— 
Traité dai machinât à mpaur, rédigé eonrormémant 
•U programmedn Courtde maehinet à vapturde l'KeoU 
Ctntr^, Deua Volumee in -8 (a.S-i 6 ), eel vendant lépa* 
rémenl. (E. I.) 

Ton I : Thtrmodynatniqut thaortque et applicntiont. 
Putttanee det tnaehiaes, diagrammet tntUaateun, 
Règutaiion, épuret de détente el de réguintion. Dit- 
trihttio», détente. Condentation, alimentatioH. 
V olumo. de ti- 6 o 4 page*, avec 4 ■ a Ar. ; >895. ao fr. 

Ton II : fareet d’inertie. Momenlt mnteurt. Falantt. 
Régulaieurt. Moteurt k gtit, à pétrnle et à air 
chaud. Uohtage det machines. Essais. Passation 
des marchés. Prix 'de rerient. Volume de IV-S60 
page*, avec 181 Rgurea: 1B95. 18 fr. 

APPBRT(Léoii) et HENRITAÜX flulaa). Ingénieura.- 
Tarra attrarreria. I11-8 (tiS-iA). de 460 nagea avec 
i 3 c Agurci et un Atlai de 14 planchea in -4 (18733); 1894 
(E. I.). anfr. 

BEAÜTERIB (J.), Préparateur da nutaniqiio pénéraie. 
— La Bail. Structure. Composition et propriétés, La 
foréi. Abatage. Altérations. Cmservation. Bois iudi- 
ginet et exatigves. Le liège. Avec une Préface da 
M. DaOBRéK, ConHeillor d'Etat, Directeur général de» 
Eaui et Forêt» au Miniatére de l’Agriculture. U» volume 
an deux fatciculc* in -8 (i 5 -> 6 ) de xi-i 4 oi p., avec 
486 Ag. (E. I.), ioo 3 . (Médaille de It Société nationale 
d’AgMcuriure). ao fr. 

COLSON (C.), Ingéniour en chef de* l'uiit» et Chaiisaéee, 
Coiiaeiller d'Eut. — Goun d'Economié jpolitlqua 
profeMé k l'Ecole nationale dm Puni» «i Chau»«é«». 
sixLivrm in-8 (3S‘rii)»a vendant iKparénient chacun6 fr. 
(E. T. P.). 

Liybr •.Théorie générale des phénomènes économiques. 
Volume dn 4 ^o pages, a* éditian ; 1907. 

Ijvbe II ; /■-« travail et lei punition» ouvrières. Vo- 
lume de 344 pagea; igof. 

I.ivue III ! La propriété det biens corporels et tneor- 
porets. Volume de 34 x pages; igux. 

Litkk IV : Les entreprises, le commerce et la circu- 
liUitm. Volume de 443 page» avec un uppendice; igoS, 

Livae V : Les Jinances publiques et le budget de la 
France. Volume de 4^6 pages. édition; 190g. 

Litre VI : Let trsusaU* publies et les transports. 
a* édition revue et miae k jour. Volume de iv-5x7 pages ; 
191a. 

ScpplEhent arrdkl au Livaa VI. Itrodiiire in-8 (i 3 -i 4 ) 
de 41 pages; igio. 1 fr. 

CRONEAB (A-), Ingénieur de la Marine, Profwieoi k 
l'Ecole d'application du Génie maritime. — Architéc- 

ture Mvtu. Conttrnetion pratiqué^ dM navirM 

dé gnélTé. 1 volumes in-8 ('.'.l-rii) et un Atlas de 

1 1 plantes (£. L) 

Tokb I : Plane et devis. — Matériaux. — Assemblaget. 
Différents types de navires. — Charpente.-^ Belle- 
ment de la coque et det ponit. Volume de 3S9 pages 
avec 3 a 5 flguret et uu Atlas de n plancbes iii -4 
doubles dont 1 en trois couleurs; i8g4. 18 fr. 


TtMt II : Çismpanimmiy^e. — Cuirsutement. — Pore» 
et garde-eerpe. — Oueerturee pratiquéee dwu U 
coque, tes pontt et let eMtont. — Pitees rapaor- 
téee sur la eof M. — Fentilation. — Berviee dreaa. 
— ^•wrnaiM. — CorruMUi «f taUetstre. — Paide 
et réeittanee det eoquet. Volume de 616 pagas, 
avec 359 flfurM; 1894. <S fr. 

DEIARME ( E. 4 . Ingénieur de la Cempagniè du Midi, Pro- 
fesaeur du Court de Chemins de fer k l’Ecole Centrale, 
et PDUH (A.), Ingénieur de» Arte et Manufactures, 
[napeoténr prinoipal du Chemin de fer du Nord. — ■ Ché* 
mini dé fer. Metéritl ronlnnt. RiiiiUnoe dei trains- 
Trnition.* Un volume in-8 (a 5 -t 6 )de xxii- 44 i P»6**> 
avec ^ figures et 1 planehe; iSgS (E. I.). i 5 fr. 

- fonda dé la Locomotive. La Chandière. in-8 (a&-i6) 
da vi-608 p., avec i 3 i fig. et api.; igoo (E. 1 .) i 5 fr. 

— Étude de la Locomotive. Héoaniame. Chésiii. Types 
de maehinet. Un volume iu-8 (3.1-16) de iv- 9 ia p., avec 
388 fig. et un atlas in -4 de 18 pi. ; tgo 3 ( E. I. ). aS i'r. 

DENFER (J.), Architecte, Ancien Proresseur k l’Ecole 
Conirale. — Architecture et Conttruotioni clvilet. 
Charpente en boii et menuiserie. I-m bois, leurs 
assemblages. Késistanon des bois, l'obleaiix. Caleujp 
faits. Lintesnx et plsnclies. Psns de bois. Combles. 
Ktaiemouts. Eebsfaudoges. Appareils de levage. Travatia 
hydrauliqiies. CoflVages pour maçonneries aniiocs. 
Cintres. Ponts «l passerelles en bois. Esealinrs. Menui- 
serie en bois : parquets, lambris, portes, croisées, Per- 
siennes. derantnres, décorations, a* édition revue et 
auginoiiuio. I11-8 (a 5 -if)) de iv-686 pages avec 731 fi- 
gure»; 1910. (E. T. P.) . 35 fr. 

DESGOMBES (Paul). Dirocleur iinnuraim des Manufac- 
tures de i’Étnt. La Défenie forestière et pastorale, 
précédée d’une lettre de M. Nobi.khairk. ln-8 ( 3 . 1 - 16 ) 
do xv- 4 io p., avec 3 .I fig,; 6 caries ; 1910 (E. I.) I3 fr. 

FARQDB'(L.), Inspecteur général des Ponts et Chaua- 
si^s en retraite. — Hydraulique fluviale. La forme 
du lit des rivières è fond mobile. Vutume iu-H 
(3.1 16) de iv-181 pages, avec .15 figure» et i 5 planches; 
iimg. (E. L) 9 fr. 

FËRET (R.), ancien filéve de l’Ecole Polyioehniquc, 
Chef du lAboratoiro dot Ponts et Chsiisséc» à lloulognc- 
sur-Mer. — Etude expérimentale du Ciment armé. 
Expérience». l’Iiéoria et calcul», bibliographie du Ci- 
ment arioé. Recherche» annexées lur les divertei 
résUtoncoa des mortiers el bétons, ln-8 (3!>-t6) de 
vi-778 p. avec i<)7 fig.; 1906. (F., l.) so fr. 

6ESCHWIND(L.),lngënieur-Chirai»to, el SELLIER (E.), 
Chimiste, Lauréats des Cblmiatea de ■iicrcrie et de la 
Société industrielle da Saiat-Qiientln. — La betterave 
agriaole et industrielia. ln-8 (sS-ifi) de iv-668 p. 
avec i 3 u figures; 1903. (E. I.). 3ulr. 

OOÜILLT (Alexandre), Ingénieur des Aru et Manufac- 
ture», Réimtiteur de Nëcsnique appliquée k l'Ecole Cen- 
trale. -Eléments et organes des meohines. Un vol. 
in- 8 (a 5 -i 6 ) de 4 o 6 p. avec 710 fig.; i894.(E.I.) 13 fr, 

6 DÉD 0 R (Pierre), Ingénieur, Chef de traction k la Com- 
pagnie nénéralo des Omnibus de Paris. — Traité pra- 
tique des Chemins de fer d'intérêt local et dos 
Tramways. In-8 de 3 g 3 pages avec 141 figure»; 1901. 
(E. I.) I. fr. 

GDIGNET (Gh.-Er.), Directeur dos teinture» aux Manu- 
factures nationsles des Oobelins et de Heauvais; DOM- 
XER (F.), Professeur k l’Ecole de Physique et da 
Cbimia indnstriella» d« Ja ville da Paris, et GRAHD- 
HOUGIN (E.), Ancien préparateur k l’Ecole de Chimie 
de Mulhouse. — Blsnohimont et apprêts. Teinturs et 
impression. Xatièros colorantes. Un volume in-8 

( 3 . 1 -iG) de 674 PS 6 '’*> ^43 figures et échantillons 

de tissus imprimés; iSgS. (B. I.) 3 o fr. 



21 - 


HÜBERT-VàLLBROüKPO. Avocat à la Cuur du Pariv, | 
Docteur en droit. — Les Auociatioai ouvrières et 
les lesociations patronales. (Cet Uiivrane a obtenu 
le premier pril au cancoura de Chambruti en i!ki8.) 
lu-8 (35 -i 6) do 36i pecev; 1899. (E, 1.) 10' fr. 

LAMB (M.C.), F. C. S., Directeur de la Seo.tinn de loin" 
ture au Cotlogo tochnimie de la « Icatherai.Ilcra’ Com- 
pany » de Londres. - Teinture, oorroyage et finis- 
sage du cuir. Traduit par Louis Magaiaa, Docteur ès 
Sciences, chargé do cnflrs A l’Université de Lyon, l*ro- 
feweiir à l’Ecolo rrançaisn de Tannerin, et Jules 
P aiivoT, Licenciés ès Sciences, ancien Elève diplômé 
des Ecoles de Tannerie de Lyon, liccds, Lmidres, 
Vienne et Freiberg. ln-8 (a.i-ifi) de vi-.'t7o pages, avec 
tlg, et H pl. d’éclionbilluiis ; 1910. (E. I.) ou fr. 

LECHALAS (Georges), Ingénieur ru Chef des Ponts et 
Chaussées. — Manuel de droit adminietratif. Service 
det Pontt et Chauuéft et des Citemius vietHaux. 1 vuluiiies 
in-8 ('j 5 -i()), se vendant séparémAnt. (B. T. P.) 

Tons I ; Notions sur les trois pouvoirs. Personnel des 
Ponts et Chaussées. Principes d'ordre ftnaucUr. Travawt 
intéressant plusieurs services. Kxpropriations. Dommapes 
et occupations temporaires. Volume de cxlvii-SSS p,; 
1889. ao fr. 

T oua II ( I'* Pastib) : Partieipatian des tiers aux dépenses 
des travaux publics. Adjudieations. fournitures. Régie. 
Entreprises. Coneessions, Vol. dn Jgy p.{ iSgJ. in fr. 

— Il* PsaviB : Principes généraux de police ; Grande 
voirie. Simple police. Roulage. — Domaine public ; 
Consistance et eonditian juridique. Délimittilion. Rede- 
vances et perceptions diverses. Produits naturels. Con- 
eessious. Occupations temporaires. Volume deiv-3;|fi p.; 
1898 to fr. 

LE VERRIER (U.), Ingénieur en chef des Miiiei, Pro- 
fesseur au ('.oiisorvutaire dns Arts et Métiers. — Métal- 
lurgie générale. Volnmos in-8 (a.V |(>) SR vendant 

sépareiueiil, 

— Procédés de chauffage. Combustibles solides. Descrip- 

lion des eomhiistihles. Combustibles ailljjviett. Kmedoi 
des combustibles. Chniijfage par l' électricité. Mutrriaux 
réfractaires . Organisation d'une usine iiiéla/lurgique. 
Données numériques. VoluiitudK Si)^ pages avec lyi Hg; 
igoi. (K. I.) la fr. 

— Métallurgie générale. Procédés métallurgiques et 

étude dos métaux. Minerais. Séchage. Calcination. 
Grillage. Operations rxtiaclives. Pusiou et afinage. 
Thermoehimie. Installations accessoire». Essais méca- 
niques , .écliondc ta chaleur. Métal/ograpliir. .tUiages 
annrxe.s. Viiliinie de /(0.3 pages, avec iqi'f ligures; ii)ii.'i. 
(E. I.) ..ifr. 

LÉVY-LAMBERT (A.), Inspecb-ur principal «1. Chemin 
de fer du Nurd. - Chemins de fer -k crémaillère. 
Trucé. Types de crémaillères. .Syslèmes Riggrnhach. 
.4ht, Struh, t.oeher, etc. Matériel routant. Trnrtiim 
électrique. Exploitation. j'édiiUHi revue et augnieilhie. 
Iii-H if») de IV-1Î79 pages avec 137 ligures; U)ii.s. 
(E. I.) .5 lr. 

LORENZ (H.), Professeur h l’F.eole fiolytechnienie. de 
Dantzig, et HEINEL ( D' Ing' G.), charge d« cours à 
l'Ecole tRchnii|iiu de herliii. — Machines frigoriilqaes. 
Cou. traction. EoncUonuemeut. duplicolions iaduscnelies. 
Traduit de l'allemund sur lu !}’ édition ave<! l’aiitori - 
satiuii des Viiteurs, pur P. Paiir, Profo-seur à la Faculté 
des Sciences <lo Nuiiey, Uirectrur de l’PeuIe de Hrasserie, 
et Pii. jAyuET. Ingénieur, ru-géraat des ilrasseries 
Tli. Boch et U'“. J* édiliiih française coiisidérablenieiit 
aiigniftliUie. lti-8 (aS-iü) de Mii-'|it page», «ver li^ Kg-: 
jyio. (E. 1.) 

Hruché... I.') fr, ( Caitoiiné... iftfr. .loc. 

MARTENS (A.), Direclunr du Laboratoire royal d’ussais 
de Berlin-Cbarlottenboiirg. — Traité des essais dss 
matériaux destinés à la construction des machines. 
Méthodes, Machines, Instruments de mesure. Traduit 


de l'allemand avec Notes et AauazES, par PiESBl 
Brecil, Chef de la Section des Métaux au Laboratoire 
d'essais du Conservatoire national des Arts et Métiers, 
ancien Directeur du Laboratoire d’essaiade la Compagnie 
P.-L.-M. (Irand bi-S ( 9.“.- 1() ) de «71 pages, avec 558 Hg. 
et atlas (-iS-ifi) de 3i planches; 190/1. (E. I.). 5o fr. 

MASONI (ü.), Directeur et Professeur de l’Institut d’Hj- 
draiili<|iie à l'Ecalr royale des Ingénieurs do Naples.-^ 

L'énergie hydruelique et les récepteurs hydrau- 
liques. In-H (aS-ib) ilr iv-3ao pages, avec aoy Bguros; 
.90.=.. (E. L) «O fr. 

MEDNIER (Louis), Chef do.^ travaux de Chimie à l'U- 
niversité de Ijfoii, Professeur à l'Eeole française de 
Tannerie, et VANET (Clément), agrégé de ITInivar- 
81 te. Docteur ès Srienecs, PrnfeMUiir à l’Ecoln française 
de Tannerie. — La Tannerie E.lude. Préparation et 
essai des matières premières. Théorie et pralii/iie des 
dij/ét entes méthodes uetnelies de tannage. E.x amen des 
produits Jahriqués. VpIiiiiih publié sous lu dir, ciion de 
Léo Vic.sos, Prufevseiir à l'Ilnivcrsilé de Lyon, Direc- 
teur de l'Fu-olii de Chimii^ iniliislrielle et de l’Ecole 
Iniiiçaise de 1'ai nerii-. In-S it>) de ti/)8 pages avec 
98 Kgurrs; iguJ. (K. I.) an fr. 

HONNIER (D.), Iiigruieiir lies Arts et .Miiiiufucturps, 
Professeur, Membre du Conseil de rErole, Centrale. — 
Electricité industrielle (6V)«/ j de l'Ecle (’eniraie des 
Arts et Manu/netures). r édition. I11-8 (;l.^-lfi) do 
VIII S;i(i pages avec .'pi/( ligures; 190;!. (E I.) ;!.S fr, 

NIEWEN&LOWSKI (Pauli, logéiiimir du corps des 
Mine». - Précis d'Electricité. Voliimo in-s (u.vifi) 
de II [oiijos, «vec O j ti||;.; iipil). ( E. 1. P.) h fr. 

PÉRISSÉ (Lucien), Ingénieur des Arts et Manufactures, 
Secrétaire «le la C.omraissioii tecliMi<|tii> de rAulomobile- 

Clul) de Franre. — Traité générai des automobiles 

à pétrole. Im- 8; !.'>-i(i) ileiv-ân:! pages avec iHo ligures; 
I.K.7. (K. I.) I 17 fr. .10 c. 

RODCHÉ (Eugène). Membre de l’Iiistitiil, Proresseurnu 
Coiiserviitoirc dus Art* et Métiers, Kxiiminatuur de 
sortie p l’Ecole Polylcrliiiiriiic, et LÉVY (Lucieu), 
Répétiteur d'Analyse «t Kxiimiiinteiir d'adinissinn à 
l'Ecole PolyteRhnic|iiu. — Analyse infinitésimale à 

l’usage des ingéniciir» :t volumes io-H (-.i.S ili). ( E. I.). 

Toue I ; Calcul différentiel. Voliime de viii-5.57 pages 
avec /pliguia‘s; 1900. i.t fr. 

Toue 11 : Calcul intégral. Volume île Sag pages; 
191.3. lô fr. 

ROUSSET (Benri) et CHAPLET (A,), Ingénieurs ehi- 
inistes. Les Combiistions industrielles. Le Gon- 
tréle chimique de la Combustion I11-8 (.i.'i-iii) de 
iv--.ili.3 ;wues, avec (>8 uguies; i()oi(. ( E. I.) 8 fr. 

SCHQSLLER (A.}, Ingénieur îles Arts et Maniifaetiiros, 
Chef adjoint des services comiiiereiaiix a la Compaqiiîe 
du INurd, et FLEORQDIN (A.). liiHpucleiir des services 
conimerciaiiz à 1.1 moine Compagnie. - Chemins de 
fer. Exploitation technique. Iu-k ( t.î-ifi) de vii-4o8 p., 
avec 109 ligures; 1901. (E. I.J la fr. 

TOLDT (Friedrioh), ingeniour, Professeur a l’Académia- 
impérialc des Mines de Léobeii — Traité dOB FourS 

i gas à chaleur régénérée. Détermination de leurs 

dimensions. Traduit de l’alloiu md sur lu s- édition 
ruviie et .'évahipjiée par l'Auteur; par F. Diihmeb, 
liigeiiiour des Arts l’t Hauufactures, Professeur à 
l'Ecole de Physique et de Chimie industrielles de la 
Ville, de Paris, ln-8 (j5-i(i) de Sgu pages, avec 88 11g.; 
,900. (E. I.) iifr. 

VICAIRE ( P.), Inspecteur général des Mines. — CoUTS 
de Chemins da fer ( Cours .le l'Ecole naïluiiale supé- 
rieure des Mines). Matcrtei roulant. Traction, t'oie. 

Exploitation. Rédigé et tenniné par F. Maisor, ingé- 
nieur au Corps des Mines, ln-8 (i.S-ib) de 58i pages, 
avec de nombreuses Kguies; mjoS. (E. I.). sofr. 
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VIII. - BNCYCLOPÉOIB SCIENTIFIQUE 


AIDR-MÉMOIRE. 

rUlLlCl «ou* LA BIRkCTIOII D> M. ktAOTt, 
Nwnbrt dt rUilltul 


COLLECTION 1>E VOLDMEM IH-8 (ig-13). 

Chaque volume eit vendu téparémeui 

Broché a Fr. Soc. | Cirtonné,loil«aDfUiM. Sfr. 

Le proipeetui détaillé eti envoyé. Jraneo eur demande. 

Cattt publication, qiiiae diitiiigue puraon earactèropra- 
reate cependant une œuvre hautemont acienttflque. 
Elle embraaae le domaine entier desSciencea appiiquéea, 
depuii la Mécanique, l’Ëlectricité, l'Art de rin|énlear, la 
Pbyaique et la Chimie induatriallea, etc., juaqu’à l’Agro- 
nomie, la Biologie, la Médecine, la Chirurgie et l'Hygiéne. 

Chaque volume, aignr. d'un nom autoriaé, donne, sous 
une /orme tioadensée, l’état prénia de U Science aur la 
queation traitée et toiitea les indinalioiia pratiquée qui a'y 
rapportent. 

La pubiicatieu eut diviaée en deux Sectiona : Seetion 
de ringdniour, Section du Biolcgiite, qui paraiaaent 
•imultanément depiiia février iSgc et ae continuent avec 
régularité de moia en moia. 

Lei Ouvragea qui eonatftueront ceadeux Séries permet- 
tront à i’In^énieur, au Constructeur, à l’Induatriel, d’éta- 
blir un projet sans reprendre la théorie; au Chimiste, au 
Médecin, à l’Hygiéniste, d’appliquer la technique d’une 
préparation, d'un mode d'examen ou d’un procédé sans 
avoir k lire tout cequi a été écrit sur le sujet. Chaque vo- 
Innie ae termine par une Bibliographie méthodique per- 
mettant au lecteur de pousser plus loin et d’aller aux 
sources 

DERNIERS VOLDKES PiRüS. 

SECTtllN liEL INGllNIKUR. 

Paooret (Etienne), Ingénieur civil. — Calcul et vousl rue- 
lion des upparcth de levage. Treuils el pouls roulauts 

(43 lifi.). 

Pontio (Maurice), Chargé du contrO'e chimique au 
SouS'Si'crétiriîit des Postes et lêlégraplica. — Anulyer. 
du caouiehouc eide, la gutta-perrha (ii (ig.). 

Picou (R.-V.), Ingénieur des Arts et Munulacturef. — 
Oistnhution de i' Electricllé par installations isolées. 
3° édilinii (;<;) fig.). 

Sidersky (D.), liigéiiieur-chiroiste. — La ré/ractomeirie 
rt ses appticalums pratiques (.ïg lig.). 

Tennand (P.), Ingénieor des CoHsiructions navales. - 
Les .Voleurs à gus et à pétrole. 4‘ édition eutién;nipnl 
refondue atilig. '. 

Péchetu (H.), Docteur ès sciences, Profcaseiir ii l’Ecole 
nationale d’Arts et Métiers d'Aix. -- Le Pyromètre 
thermo-électrique pour la mesure des températures 
é/reeca(a8 fig.), 

Loppé (F.), Ingénieur des Arts et Manufactures. — Les 
truusformaleurs de tension d castrants alternatifs. 
3* édition. 1. (îénéralilés {Ss (ig.). 

HtdAIDet (A.), ingénieur de la Marine en retraite, 
ancien Directeur des Forgea et Chantiers de. la Médi- 
terranée. - Détente variable de ta. vapeur. Dispositijs 
qui la produisent. 2* édition (üo fig.). 

Brunswick ■(£.-!.) et AlUmet, Ingénieura-électricifena. 

— Construction des tfynamos à courant continu. Enrou- 
lements d' indu- U. théorie élémentnire et règles de 
AoAtW,|yef. 3* édition (6i (Ig.). 

Picou (R.-V.), Ingénieur des Arts et Manufactures. — 
Canalisations électriques : lignes aériennes industriettes. 
3* édition (88 fig.) 


RévÜlon (L.), Ingénieur des Arti et Manufactures. — 
La Métailographie microneopique (34 Bg.). 

Loppé (F.). Ingénionr des Arts et Mtnufaeturêfr. — 
Les Aeenmulateurt élaetriques. 3* édition revue et misa 
à jour (-3llg.), 

Chaplot (A.). Ancien Directeur d'usines, et RoosSOt (H.)i 
ingénieur-Chimiste. Le hianckiment. Chimie et 
technologie des pmeédét hdustrieU de blanchiment. 

• (toflg.). 

— Hlauchisiage et nettoyage (3g fig.), 

Datiès (0.), Ingénieur au Service deveinx de la Ville do 
Paria. — Calcul det canaux et aqueducs. 3* édition 

Ronsset (J.). Ingénieur civil. — La Machine i écrire. 
(58 figures). 

Toury (Ch.), Ingénieur cMtaxiXe.— Le eontrdle thimtque 
dtiHS te* rajineries. ('i nÿatM). 

Bonsquet (M.). Arrhitecte. — Hygiène de Thabitaiion, 
sstl et emplacement, matériaux de construction, (g fig.). 

Laborde (Albert), Ancien élève de l’école de Chimie et 
du Pliysique de In ville de Paris, Licencié és Scientes. 
— Méthodes de mesures employées en radioactivité. 
(47 figures). 

Witi ( Aimé), rriifeaseur à la Facilité lihre des Sciences 
do Lille, Correspondant do l’Institut de France. — Lu 
machines thermiques à vapeur, à air chaud et A gtse 
tonnants. 3' édition. (30 figures). 

SECTION UU BIOI.Or.lSTE. 

Jacquet (Lueien). Médecin do l’hOpilnl Saint-Antoine, 
et Ferrand (Marcel), Interne de l’Iiépilal Broca. — 
Traitement de la typhilis. 

Robert-Simon ( B'), Nombre do la Société tliérapoutique 
et de la Société de Médecine de Paris. - . dpplieationt 
thérapeutiques de l’eau de mer. 

Vinay (Ch.), Médecin des bOpilaux de Lyon. Pruibssaur' 
agrégé a la Faculté de Médecine. — La ménopause. 

Bordier (D' H.), Prufesaciir agrégé à la Faciillé do Mé- 
decine de l.ymi. — Technique radiothérapique. 

Hitier (Honri). Maître de Conférences k l’Institut natio- 
nal agrunoralqiie. - Les céréales. I. Avoine et Orge 
(43 fig.). IL b'eigle. Mats, Sarrasin, A/iV/et, Ait (7 fig.). 

Mai le (D' Auguste-Armand), tiédcciu des Asiles de 
Villejuif. — La psychologie morbide collective. 

Spindlor (D' Henri). — Les améiropte* et leur correction 
par tes lunettes (.58 (ig.). 

Faisans (Léon), Médecin de l'HOlel-Dien. — Maladies 

des organes respiratoires. Méthode* d’exploration. 
Signe* physiques. 4' édition. 

HerUen (0' Pierre), Médecin des liOpitaux, et Hoits 
(Jsan); Ancien interne des hCpitanx. — Examen et 
séméiotique du coeur: \. Méthodes d’examen du cœur. 
II. Le rythme du cœur a l’état normal et pathologique. 
4* édition entièrement refondue. Petit in-8 (ig-ia) de 
178 pages, avec 3^ ligures: 1910, 

Etard (A), Docteur ës sciences, Examinateur des Elèves 
a- l’Kcole Polytechnique. — Les nouvelles théories 
chimiques. 4* é lition. In-8 (ig-ia) de 196 pages aves 
68 figures ; igio. 

Le Dantee (F>), Chargé de cours a la Sorbonne. — 
/.a matière vivante, a’ édition, ln-8 (ig-ia) de 
176 pages, avec 5 figuras ; tgio. 

Audibert (Victor), Médecin des Hôpitaux. — Le proctesus 
éberthien. Qu’ett-Ce que la Jitvro typhoïde ? (4 figures.) 

Bsdrmannn (de), Médecin de l'flâpiial St-Louii à Paria, 
et GongarOt, Professour agrégé k la Fseulte do Uédocine 
<la P.iris ~ Les nouvelles mreoses. (ifi figures). 

(Maltgii.) 
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